Zusammenfassung der Vorlesung

Es sei k ein Korper. Eine Kurve X iiber £ Schema X, so dass ein endlicher
flacher Morphismus f : X — P} existiert. Wenn V ein k-Vektorraum ist, so
bezeichnen wir mit V" den dualen Vektoraum.

Definition 1 Es sei X eine Kurve uber k. Ein kohdrenter Ox-Modul Kx
heifit eine dualisierende Garbe es einen Isomorphismus von Funktoren auf
der Kategorie der koharenten Ox-Moduln gibt

Homo, (F,Kx) = H' (X, F)". (1)

Wir bemerken, dass es diesen Isomorphismus von Funktoren dann automa-
tisch auch fiir quasikoharente Ox-Moduln F gibt. Wir konnen sagen, dass
Kx den Funktor auf der rechten Seite von (1) darstellt. Das universelle
Element aus H'(X, Kx)”" nennt man den Spurmorphismus

Tr: HY(X,Kx) — k.

Proposition 2 Auf jeder Kurve ezistiert eine dualisierende Garbe. Fiir
X =Pl ist Kx = Op(—2) und der Sprurmorphismus ist der kanonische
Isomorphismus

H' (P, Op1(—2)) 2 k.

Proposition 3 FEs sei g : X — Y ein endlicher Morphismus von Kurven.
Es sei Ky eine dualisierende Garbe auf Y. FEs gibl einen eindeutig bes-
timmten kohdrenten Ox-Modul Kx, so dass

filx = Homo, (f.Ox,Ky)

als f,Ox-Modul.
Der Ox-Modul Kx ist eine dualisierende Garbe auf X .

Es sei F eine koharente Garbe auf X. Dann setzen wir

Es sei X = P;. Es sei n € X der allgemeine Punkt. Der Rang von F ist
dimy,) F,. Der Grad von F ist durch die folgende Gleichung definiert

x(P', F(m)) = (m + 1) Rang F + deg F.

Fiir m = 1 ist dies der Riemann-Roch fiir P'. Die Garbe Opi(n) hat den
Grad n. Man berechnet den Rang, indem man sich auf den Fall einer
Wolkenkratzergarbe beschrankt.



Proposition 4 Es sei f : X — P! eine Kurve. Es sei F ein kohdrenter
Ox-Modul. Dann setzt man:

Rangy F = (Rangp: f.F)(Rangp: f,Ox) !,

degy F = degp: f.F — Rangy F degp f.Ox.

Diese Funktionen sind additiv in F. Es gilt der Formel von Riemann-Roch:
X(X, F) =x(X,0x) - Rang y F + degy F.

Proposition 5 (Projektionsformel) Es sei f : X — S = Spec A ein quasi-
compakter separierter Morphismus. FEs sei L ein A-flacher quasicohdrenter
Ox-Modul. Es sei M ein quasicohdrenter Og-Modul.

Wenn M ein ein flache Og-Modul ist, so hat man fur alle p > 0 einen
kanonischen Isomorphismus

RPf.L @pg M — RPf.(L Qo [*M). (2)

Es sei M nicht notwendig flach. Es sei py € N, so dass RPf.L fur alle
p > po ein flacher Og-Modul ist. Dann hat man ebenfalls einen kanonischen
Isomorphismus (2) fir alle p > po.

Proposition 6 Es sei A ein Ring und X = P% der projektive Raum. Es sei

DY (Ox) die derwierte Kategorie der Ox-Moduln. Es sei w = Ox(—d — 1).
Es sei F° ein beschrdankter Komplex quasicohdrenter Ox-Moduln und es

sei G° ein nach unten beschrankter Komplex quasikohdrenter Og-Moduln.
Dann hat man einen kanonischen Isomorphismus

HOIIlDJr(oX)(F', w ®@X f*G[d]) — HOIIlDJr(oS)(Rf*F', G) (3)

Der Isomorphismus (3) wird durch einen kanonischen Isomorphismus in-
duziert:

Rfi(w®@ox [*Gd]) = G (4)

Es sei ¢t : Y — X eine abgeschlossene Einbettung. Es sei M ein Ox-
Modul. Dann existiert ein Oy-Modul N auf Y, so dass

Homoy (1:.0y, M) = 1L, LN
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ein Isomorphismus von ¢,Oy-Moduln ist. Wir schreiben
M =N,
Der Funktor 7 ist rechtsadjungdiert zum Funktor ¢,:
Home,, (£, ' M) = Homoe, (1.£, M).

Der Funktor #* bildet injektive Ox-Moduln auf injektive Oy-Moduln ab. Man
hat eine derivierte Form des letzten Isomorphismus

Homp+ o,y (L', Ri'M") 2 Homp+ o) (1L, M).

Es sei Y — X ein lokal vollstandiger Durchschnitt der Kodimension r.
Es sei Z die Idealgarbe dieser abgeschlossenen Einbettung. Es sei £ ein lokal
freier Ox-Modul. Dann hat man einen kanonischen Isomorphismus:

RI'E 2 N(T)T%) ®o, €.

Proposition 7 (Grothendieck-Dualitit) Es sei A ein Ring. Es sei g:Y —
Spec A ein projektiver Morphismus. Dann gibt es einen Funktor

Rg' : DT(Og) — DT (Oy)

mit folgender Eigenschaft: Es sei F" ein beschrdankter Komplex von Oy -
Moduln dessen Kohomologie quasikohdrent ist. FEs sei G ein nach unten
beschrdankter Komplex quasikohdrenter Og-Moduln.

Dann hat man einen kanonischen Isomorphismus

Homp+(oy)(F', Rg!G') — Homp+(os)(Rg*F', G). (5)

EsY C PY% ein lokal vollstindiger Durchschnitt ist, der lokal von einer
reqularen Folge aus r Elementen erzeugt wird. Es set e = d —r. Dann ex-
istiert eine invertierbare Garbe wy aufY , so dass fir jeden Komplex endlich
erzeugter lokal freier Garben G auf S

Rg!G’ = g*G ®(9X wy[e].
Man nennt wy die dualisierende Garbe. Wenn'Y glatt ist, so gilt

Wy = /\GQ%//S.



Es sei Y ein lokal vollstandiger Durchschnitt wie in der Proposition und es sei
A =k ein Korper. Es sei F ein quasicoharenter Oy-Modul. Dann impliziert
die Proposition die Existenz eines kanonischen Isomorphismus

Extgj(f, wy) — H(Y, F)". (6)

Wenn F ein lokal freier Oy-Modul ist die linke Seite von (6) isomorph zu
He (Y, Hom(F,wy). Die Formel nennt man in dieser Form Serre-Dualitt.
Die Proposition 6 ist ein Spezialfall dieses Satzes. Mit den Bezeichnungen
dort gilt:
Rf'G = wpa @ f*G[d).

Bemerkung: Die Gruppen in der Formel (5) dndern sich nicht, wenn man
die derivierten Kategorien DT (QOy) und D*(Os) durch die derivierten Kate-
gorien der quasikohdrenten Oy-Moduln D/, (Oy) und D, (Os) ersetzt.
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