I"Jbung 4

Satz 0.1 (héherdimensionales Eisensteinkriterium) Es sei R ein noether-
scher nullteilerfreier Ring. Es sei p ein Primideal, so dass der Ring R,
requldr ist.
Es sei
f(T) =T +ac T ' +...+a,T +ap € R[TY,

so dass a; € p fiir 0 <i < e und ag ¢ p*.
Dann ist f(T)R[T] ein Primideal in R[T]. Insbesondere ist f(T) ein
wrreduzibles Polynom tber dem Quotientenkorper K von R.

Wir miissen zeigen, dass R[T'|/ f(T) R[T] nullteilerfrei ist. Da R[T]/f(T)R[T] C
R,[T]/f(T)R,[T], konnen wir annechmen, dass R ein lokaler Ring mit dem
maximalen Ideal p ist.

S := R[T]/f(T)RI|T] ist ein lokaler Ring, dessen maximales Ideal von T
und den Elementen von p erzeugt wird. Da ag ¢ p? finden wir Elemente
Up,. .., uq_1 € P, so dass die Restklassen von uy, ..., ug_1,aq in p/p? eine Ba-
sis dieses k(p)-Vektorraums bilden. Aber dann ist uy, ..., ug_1,T ein Erzeu-
gendensystem des maximalen Ideals von S. Da Krulldim S = d, muss S ein
regularer lokaler Ring sein. Q.E.D.

Bemerkung: Ohne einen tieferliegenden Satz der kommutativen Alge-
bra kann man auf die gleiche Weise das gewohnliche Eisensteinkriterium be-
weisen.

Variante: Es seien

f(Tl) = Tle + ae_le_l 4+ ...+ (11T1 + Qo € R[Tl, TQ],
g(TQ) = T2f —|— bf_1T2f_1 + ..+ b1T2 + b() - R[Tl, TQ],

wobei die Koeffizienten die gleichen Bedingungen erfiillen wie in der Proposi-
tion. Zusétzlich fordern wir, dass ag und by in dem x(p)-Vektorraum p/p? lin-
ear unabhéngig sind. Dann ist das Ideal, welches von f(T}), g(Ts) € R[T1, T3]
erzeugt wird ein Primideal. Als Ubung kann man sich allgemeinere Aussagen
ausdenken.



