I"Jbung 9

Satz 0.1 Es sei R ein (kommutativer) Ring. Es seien R[X] = R[ Xy, ..., X4]
und R[Y] = R[Y1,...,Yy] zwei Polynomringe in d Unbestimten. FEs seien
n; > 2,1 = 1,...,d natirliche Zahlen. Es seien h;(X) € R[X], fir i =
1,...,d, Polynome vom totalen Grad totdeg h; < n;. Wir betrachten den
R-Algebrahomomorphismus

RIY] = RIX], Yi— X"+ hi(X). (1)
Dann sind die Monome

X9 Xer e X 0<y; <y (2)
eine Basis des R[Y]-Moduls R[X].
Lemma 0.2 Die Monome (2) erzeugen R[X] als R[Y]|-Modul

Beweis: Es sei M C R[X] der R[Y]-Untermodul, der von den Monomen (2)
erzeugt wird. Wir zeigen durch Induktion nach m, dass alle Monome

Xt Xg? e X sodassup + ... ug=m

in M liegen. Fiir m = 1 ist das klar. Fiir den Induktionsschritt betrachten
wir ein Monom Xi* - X352 - ...« X} sodass ug +... +ug = m+ 1. Wir
zeigen, dass dieses Monom in M liegt. Wenn u; < n; fiir alle Exponenten,
so ist nichts zu beweisen. Sonst konnen wir nach Umordnung der Variablen
uy > ny annehmen. Dann gilt

XU XE X = XXM XX =
(¥ — B(X)) (X0 Xg LX),
Der totale Grad von h;(X)X{* ™" - X352 - X7 ist < (ny—1)+(m+1—ny) =

m. Daher liegt diese Polynom in M. Daraus folgt leicht die Behauptung.
Q.E.D.

Lemma 0.3 Es sei f; = X" + hi(X) mit den Bezeichnungen des Satzes.
Der R-Modul

RIX]/(fr,-- . fa) (3)

frei vom Rang ny - ... ng und hat die Monome (2) als Basis.
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Beweis von Lemma 0.3: Wir benutzen algebraische Geometrie, namlich
den Satz von Bezout. (Schafarevic, Alg.Geometrie Teil I, Kap. IV, §§1, 2,
Moskau 1972).

Es folgt aus Lemma 0.2, dass (3) als R-Modul von den Monomen (2)
eraeugt wird.

Wir betrachten jetzt den Fall, wo R = k ein algebraisch abgeschlossener
Korper ist. Es sei h; = > L 9 wobei h(g ein homogenes Polynom vom

g<n; v
Grad g ist. Wir homogenisieren die Polynome f;:

=20+ W2, 2y 2y

g<ni
D; C P{ = Projk[Zy, Z,. .., Z4) der Divisor F; = 0. Offensichtlich gilt:
(N, Dy) N{Zy = 0} = 0.
Also gilt
(Q?ZIDZ) - SpeCk[Xb s 7Xd] = Ag C ]P)z,

wobei X; = Z;/Zy. Da (3) eine endliche k-Algebra ist, besteht (N, D;) aus
endlich vielen Punkten, d.h. die Divisoren schneiden sich eigentlich. Nach
dem Satz von Bezout gilt

nl-...-nd—( Zdlmk ]P’d/ flacw‘-afd,:v)' (4>

Hier durchlauft z die Punkte von (ﬂleDi) und f; , ist eine lokale Gleichung
des Divisors D; im Punkte x. Die erste Gleichung folgt, weil D; = n;H linear
equivalent zum Vielfachen jeder Hyperebene H ist. Die zweite Gleichung
ist die Definition des Schnittprodukts in dem Fall, wo sich die Divisoren
eigentlich schneiden. Es sei m, C k[X] das maximale Ideal, welches dem
Punkt z entspricht. Dann gilt

nd—Zdlmk J(f1s e f)R[ X, = dimy, K[X]/(f1, -, fa)

Die letzte Gleichung gilt, weil fiir den artinschen Ring A = k[X]/(f1,. .., fa)
mit den maximalen Idealen m, gilt, dass

A=T]Am.



Da die Monome (2) ein Erzeugendensystem des k-Vektorraums A sind, fol-
gern wir, dass sie eine Basis bilden. Damit ist das Lemma in dem Fall
bewiesen, wo R = k ein algebraisch abgeschlosser Korper ist. Der Fall eines
beliebigen Korpers folgt, indem man zum algebraischen Abschluss tibergeht.

Es ist klar, dass das Lemma fiir jede R-Algebra S gilt, wenn sie fiir R
gilt. Deshalb kann man sich auf den Fall beschrénken, wo R = Z[C] ein
Polynomring ist, wobei die Unbestimmten C' die Koeffizienten der Polynome
hi(X) sind. Insbesondere kénnen wie annehmen, dass der Ring R reduziert
ist. Fiir jeden Homomorphismus R — k in einen Korper ist

RIX)/(f1,.... fa) @r k

ein k-Vektorraum der Dimension nj - ... - ng. Wir folgern nach Mumford,
Abelian varieties, Lemma 1, §5, dass R[X]/(f1,..., fa) ein lokal freier R-
Modul von Rang ny - ... - ng ist. Daraus folgt, dass die Monome (2) eine
Basis dieses R-Moduls sind. Q.E.D.

Beweis von Proposition 0.1: Wir beginnen mit dem fall, wo R = k ein
algebraisch abgeschlossener Korper ist. Jedes maximale Ideal von k[Y] ist
der Kern eines Homomorphismus

o kY] =k, Y, ek
Wir tensorieren (1) mit ¢,:
k ®<Pg,k[Z} ]{][X] = k[x]/(Xlnl + hl —C1y... ,Xi’ld + h‘d - Cd)-

Der letzte k-Vektorraum hat nach Lemma 0.2 die Monome (2) als Basis.
Es sei L der freie k[Y]-Modul mit der Basis ¢;;, wobei M die Monome (2)
durchlduft. Wir zeigen, dass der kanonische k[Y]-Modulepimorphismus

L—klX], eyr—M (5)

ein Isomorphismus ist. Wir haben gerade gesehen, dass dies ein Isomorphis-
mus von k-Vektorraumen wird, wenn wir mit k®,,_ y] tensorieren. Also ist
fur jedes maximale Ideal m C k[Y] die Abbildung L/mL — k[X]/mk[X] ein
[somorphismus. Es sei U der Kern von (5). Dann gilt U C mL fiir jedes
maximale Ideal m von k[Y]. Daraus folgt U = 0. Damit gilt der Satz, wenn
R = k ein algebraische abgeschlossener Korper ist. Der Fall eines beliebigen
Korpers folgt, indem man zum algebraischen Abschluf3 iibergeht.

Im allgemeinen Fall beschrankt man sich wie im Beweis von Lemma 0.3
auf der Fall R = Z[C]. Wir miissen zeigen, dass die Abbildung (5) mit
k = R injektiv ist. Das folgt, wenn wir mit dem Quotientenkorper von R
tensorieren, aus dem dem Fall wo R ein Korper ist. Q.E.D.



