Begriffe

Faser: Essei f: M — N eine Abbildung von Mengen. Es sei n € N. Die
Menge f~1({n}) C M nennt man die Faser in n. (Skript Seite 119).

Parallel: Zwei Vektoren v und w heiflen parallel, wenn fiir einen Punkt
A € A, die Punkte A, A 4+ v, A + w auf einer Geraden liegen.

Dies gilt dann auch, wenn man A durch irgendeinen anderen Punkt
ersetzt.

Satze

16.10.2012

Elemente von S,, = Aut([1,n]) heien Permutationen. Spezielle Permu-
tationen sind Transpositionen und Zyklen. (Vergl. Skript S.124 - 126.)

Satz E 1 Jede Permutation ist Produkt elementfremder Zyklen.

Satz E 2 FEs sei I' C Z eine Untergruppe der additiven Gruppe der ganzen
Zahlen. Dann gibt es eine Zahl d > 0, so dass

I'="7Zd.

18.10.2012

Satz E 3 FEs sei (G,-) eine Gruppe mit dem neutralen Element ec. Es sei
g € G ein Element. Dann gibt es eine ganze Zahl d > 0 mit folgender
Eigenschaft:

Wenn d =0, so sind alle Potenzen g", fiir n € Z verschieden.

Wenn d > 0, so gilt g" = eq genau dann, wenn dn (lies: d teilt n).
Allgemeiner gilt fiir ganze Zahlen m und n die Gleichung g" = g™ genau
dann, wenn dln — m.



Satz E 4 FEs sei V' der Vektorraum der Translationen des Raumes A und es
sei W der Vektorraum der Translationen einer Ebene E C A.

Es sei m: A — E eine Parallelprojektion.

Dann gibt es genau einen Homomorphismus von Gruppen 7 :V — W,
so dass fur allev € V und P € A:

(P4 v) =m(P)+ 7(v).
23.10.2012

Satz E 5 Es sei E die Ebene und es seien W die Vektoren der Ebene. Es
seien u,v € W zwei Vektoren, die nicht parallel sind. Dann kann man jeden
Vektor w € W schreiben:

w=¢u+n, &neR,

Die Zahlen & und n sind eindeutig bestimmt und heiffen die Koordinaten des
Vektors. Die Zuordnung k, die w auf (£,1) € R? abbildet, ist ein Homomor-

phismus von Gruppen
kW — R

k ist biyjektiv.
25.10.2012

Es seien A, B,C € E drei Punkte der Ebene E, die nicht auf einer Ger-
aden liegen. Wir sagen, dass (A, u, 7) € R? baryzentrische Koordinaten des
Punktes S € E sind, wenn

L A+pu+71#0,
2. S ist der Schwerpunkt der gewichteten Punkte (A, \), (B, ), (C,7).
Dann ist fiir einen beliebigen Punkt © die folgende Gleichung erfiillt:

(A j1+7)OS8 = NOA + 4O B + 7938.

Wir schreiben S = (A, i, 7), um anzudeuten, dass wir baryzentrische
Koordinaten des Punktes S betrachten. Fiir jedes a € R, a # 0, sind auch
aS := (a\,ap,ar) baryzentrische Koordinaten von S und umgekehrt sind



beliebige baryzentrische Koordinaten von S von der Form aS. Die Zahl
A+ ¢+ 7 nennen wir das Gewicht der baryzentrischen Koordinaten S,

Zu jedem S gibt es daher eindeutig bestimmte baryzentrische Koordi-
naten (A, u, 7) vom Gewicht 1, d.h. A+ g+ 7 = 1. Das sind die normierten
baryzentrische Koordinaten von S.

Wenn wir drei reelle Zahlen (), i/, 7/) haben, so sind das genau dann die
baryzentrischen Koordinaten eines Punktes, wenn das Gewicht X + ' + 7/
nicht 0 ist.

Wenn a € R, so schreiben wir

a(A, p, 7) = (aX, ap, ar)

Wir addieren zwei Koordinaten, indem wir sie als Elemente der Gruppe R3
auffassen:

(A1, p1, 1) + (A, pi2, 72) = (A1 + A, p1 + fio, 71 + T2)

Satz E 6 Es seien S,T € E zwei verschiedene Punkte. Es seien S bzw.
T beliebig gewdhlte baryzentrische Koordinaten von S bzw. T und a,b € R
beliebig gewdhlte reelle Zahlen, so dass das Gewicht von

aS +bT € R (1)

nicht 0 ist. Dann sind (1) die baryzentrischen Koordinaten eines Punktes
auf der Geraden ST.

Umgekehrt sind beliebige baryzentrische Koordinaten P eines Punktes P
der Geraden ST von der Form (1):

P=aS+0T.
30.10.2012

Satz E 7 Es seien P, Q) € E zwei verschiedene Punkte. Wir wdhlen baryzen-
trische Koordinaten P und Q, die das gleiche Gewicht haben. Es sei P’ ein
weiterer Punkt und es seien P’ baryzentrische Koordinaten von P’.

Die Punkte auf der Parallelen zu PQ durch P’ sind genau die Punkte,
deren baryzentrische Koordinaten die Form

aP' +b(Q—P), abeR, a#0

haben.



Beweis: Die baryzentrischen sind beziiglich der gewahlten Punkte A, B, C
gemeint. Wir wihlen zusétzlich einen beliebigen Punkt O.
Es sei P = (\, i, 7) € R® und es sei Q = (£,n,v) € R3. Nach Vorausset-
zung gilt
Apu+1=E+n+v#0.

Man setzt g = A+ p+ 7. Wenn man alle baryzentrischen Koordinaten durch
g teilt, so kann man annehmen, dass

Adp+r=6+n+rv=1
Ein Punkt auf der Parallelen zu PQ durch P’ hat die Form:

_>
Q' = P +tPQ, (2)
wobei ¢t € R jede reelle Zahl sein kann.
Es seien (¢, 17/, 1') € R normierte baryzentrische Koordinaten des Punktes
Q,dh &+n+v=1und
— — — —
0Q =E¢DA+7OB+V/OC.
Aus der Gleichung (2) erhalten wir:

— — — —

OQ = OP +t(OQ — OP). (3)
Die rechte Seite dieser Gleichung formen wir mit Hilfe der baryzentrischen
Koordinaten um und erhalten:

D—é’ = A’E‘l—l—u’D—é—kT’D—(}
+t(§§4+7753—£§ + 1/53_)0 — )\54 - ,uD—é - Tij—é)
= NH+tE-N)OA+ (W +t(n—w)OB+ (7' +t(v—1))0C.
Es gilt:
N+ UE=N)) + W+t —w) + (7 + v —7)) =1
Daher sind
(N +HE=N), (W +tln— ), (7' +t(v 7)) = P' = tQ — P)

die normierten baryzentrischen Koordinaten von @)'. Q.F.D.

Bemerkung: Wenn man die Satze 6 und 7 vergleicht, so kann man zu der
Ansicht kommen, dass Q— P in Satz 7 die Koordinaten des unendlichen fernen
Punktes der Geraden P(Q) sind. Das tut man in der projektiven Geometrie.



Corollary 8 FEs seien S, P, P',Q, Q" wverschiedene Punkte, so dass jeweils
S, P,P" und S,Q,Q" auf einer Geraden liegen. Dann kann man baryzen-
trische Koordinaten S, P, P',Q,Q" € R? finden, so dass

S+P+P =0, S+Q+Q =0.

Dann gilt S .
P-Q=@Q —P eR>. (4)
Wenn das Gewicht von P — Q nicht 0 ist, so sind P — Q die baryzentrischen

Koordinaten des Schnittpunktes der Geraden PQ und P'Q'. Ist dagegen das
Gewicht von P — Q null, so sind die Geraden PQ und P'Q’ parallel.

Satz E 9 (Satz von Desargues) Es seien PQR und P'Q'R’ zwei Dreiecke.
Wir nehmen an, dass alle aufgefiihrten Punkte verschieden sind. Die drei
Geraden PP', QQ' und RR' mdgen alle verschieden sein und sich in einem
gemeinsamen Punkt S treffen, der von den Eckpunkten der Dreiecke ver-
schieden ist.

Wir nehmen an, dass sich
die Geraden PQ und P'Q’ in einem Punkt X schneiden,
die Geraden QR und QQ'R’ in einem PunktY schneiden,
die Geraden RP und R'P’ in einem Punkt Z schneiden.

Dann liegen die Punkte X, Y, Z auf einer Geraden.

Beweis: Man findet baryzentrische Koordinaten S, P, P',Q,Q’, R, R’ € R3,
so dass die folgenden Gleichungen gelten:

Sepep -
S+Q+Q
S+R+R = 0.

|
o o

Daraus ergeben sich die Gleichungen:

P-Q = Q-F
Q-F = k- (5)
R-P = P—R.

Da wir vorausgesetzt haben, dass die Geraden PQ und P'Q’ nicht parallel
sind, ist nach Korollar 8 das Gewicht von P — () nicht 0 und X := P—() sind



baryzentrische Koordinaten des Schnittpunktes der Geraden PQ und P'Q)’.
Genauso finden wir baryzentrische Koordinaten der Punkte Y und Z:

Y_O-R Z=h-P
Es ergibt sich:
X+Y+Z=(P-Q)+(Q—-R)+(R—P)=0.

Daraus folgt nach Satz 6, dass die Punkte X, Y, Z auf einer Geraden liegen.
Q.E.D.

6.11.2012

Wikipedia “Matrizenrechnung” (bis Einheitsmatrix).

Formale Definitionen: Ringe, Kérper, Moduln (sieche Wikipedia: “Ringth-
eorie” (davon nur die Definition bis zum Begriff “Unterring”) ), “Korper
(Mathematik)” (bis “Verallgemeinerungen: Schiefkorper”), “Modul (Mathe-
matik)” (nur bis “Abelsche Gruppe”) “Vektorraum” (bis “alternative Defi-
nition”).

lineare Hiille, lineare Unabhéngigkeit (Skript S.1-3)

8.11.2012

Der Austauschsatz (Skript Satz 4). dim K™ =n, wo K" = M(n x 1, K).

Es sei K ein Korper und es sei (a;;) € M(m x n, K) eine Matrix. Wir
suchen Elemente z1,...,2, € K, so dass die folgenden Gleichungen erfiillt
sind:

a;nry + aprs+ ...+ apTy = 0
(911 + Ao + ... + AonTy = 0 (6)

Am1X1 + Q22T + ... + appTy, = 0

Satz E 10 Es sei in dem Gleichungssystem (6) n > m, d.h. es gibt mehr
Unbekannte als Gleichungen. Dann gibt es Elemente xq,...,x, € K, die
nicht alle gleich Null sind, so dass die Gleichungen (6) erfillt sind.



4.12.2012
Uber die Spur

Es sei V ein endlich erzeuter Vektorraum. Wir fixieren eine Basis vy, .. ., v4.
Es sei 01, ..., 04 die duale Basis. Wir definieren die Spur eines Endomorphis-
mus ¢ : V — V wie folgt:

d

Spur(¢) = Z@i(cb(vi))- (7)

Das ist eine lineare Abbildung von Vektorraumen:

Spur : Hom(V, V) — K
Es sei w € V und es sei w : K — V die lineare Abbildung, welche 1 € K
auf w abbildet. Es sei £ : V — K eine lineare Abbildung. Wir betrachten
den Endomorphismus

wol:V = V.

Lemma 11 FEs gilt:
Spur(w o £) = {(w).

Zum Beweis benutzen wir die folgenden einfachen Formeln:

{= Z€<Uz)@za w =

=1 7

d d
Ui (w)v;.
=1

Wir finden
d d

Spur(i o () = > 0 ((v;)w) = ZE(%‘)@'(U}) =00 di(w)vy) = U(w).

i=1 i=1
Man sieht leicht, dass die Definition (7) linear in ¢ ist. Es sei uy, ..., uq eine
weitere Basis und 4, ... 4, die duale Basis. Wir setzen ¢(u;) = w;. Dann
hat man die Gleichung

d
¢ =) o
=1

Wenn man die Spur von dieser Gleichung nimmt, so sieht man, dass die
Definition (7) unabhéngig von der Wahl der Basis uy, . .., uq4 ist.

7



4.12.2012
Elementare Matrizen

Es seien k,l € [1,m] zwei verschiedene natiirliche Zahlen. Es sei A\ € K.
Dann definieren wir die Matrix Ejy(\) = (€;) € M(m x m, K) als die Matrix
mit den folgenden Eintragen

€ — 1, fU.I'Z & [1,m]
€ =1,
€ij = 07 fiir 7& ja und (Z7]> 7é (kul>
Wir nennen Fj(\) eine Elementarmatrix. Wenn wir hervorheben wollen,

dass die Elementarmatrix die Grofie m xm haben soll, schreiben wir E,Sln) (A).
Wir bezeichnen mit eq,...,e, € K™ die Standardvektoren. Dann kann
man die Definition auch schreiben:

Ekl(/\)ei = €, Ekl()\)el =e + )\ek.

Auf den linken Seiten der Gleichungen steht Matrixmultiplikation.
SchlieBlich kann man FEj;(A) auch so definieren: Es ist die Matrix die man
aus der Einheitsmatrix durch die folgende Scherung erhalt:

(k-te Zeile) := (k-te Zeile) + A(I-te Zeile). (8)

Es sei A € M(m x n, K) eine Matrix. Es sei A’ € M(m x n, K) die
Matrix, welche man aus A durch die Zeilenoperation (8) erhélt. Dann gilt:

A = Ey(\)A.

Es gibt auch Spaltenscherungen. Das bedeutet, dass man zur I-ten Spalte
einer Matrix B ein Vielfaches einer anderen Spalte addiert. Wir schreiben
das:

(I-te Spalte) := (I-te Spalte) + A(k-te Spalte) 9)

Es sei B € M(p x m, K). Es sei B' die Matrix, die man aus B durch die
Spaltenscherung (9) erhdlt. Dann gilt

B’ = BEy(\)

Man erhélt also Ej(\) auch, indem man auf die Einheitsmatrix die Spal-
tenoperation (9) anwendet.



24.1.2013
Polynome

Es sei K ein unendlicher Korper. Die Menge Abb(K, K') aller Abbildun-
gen der Menge K in die Menge K ist ein (kommutativer) Ring, denn man
kann zwei Funktionen f, g € Abb(K, K') addieren und multiplizieren:

(f+9) D) =FN) +90),  (f9)(A) = FNg(V),

fiir alle A € K.
Man nennt P € Abb(K, K) ein Polynom ( = Polynomfunktion), wenn
Elemente a,,...,a1,aq € K existieren, so dass

PA) = ap\" 4+ ap A" ag ) +ap  fiir alle A € K.

Die Menge aller Polynome ist ein Teilring von Abb(K, K'). Wir bezeichnen
mit 7' : K — K die Funktion 7'(A\) = A. Den Ring der Polynome bezeichnen
wir mit K[T].

Dann kénnen wir das Polynom P schreiben:

P=a,T"+a, T '+ ...+ a,T + ao. (10)

Hier versteht man unter ay die konstante Funktion ag(A) = ag. Es gilt
T™(\) = A\™ fiir jede natiirliche Zahl m. Die Funktionen 1,7,7T% T3, ...
sind linear unabhéngig (siehe Skript Seite 49). Es sei P # 0. Dann hat P
eine eindeutige Darstellung (10) mit a,, # 0. Wir nennen a,, den hdéchsten
Koeffizienten von P. Wir definieren

degP=n deg0=—o0
Fiir zwei Polynome P, Q):
deg(P + Q) < max{deg P,deg Q}, deg(PQ) = degP + deg Q.

Man iiberlege, was passiert, wenn P = 0.
Wenn P eine Darstellung (10) besitzt, so dass a,, = 1, so nennen wir P
ein unitares Polynom.

Satz E 12 FEs seien P und Q Polynome. Es sei () # 0.
Dann existieren eindeutig bestimmte Polynome A, R, so dass

P=QA+ R, degR <degQ.



(siche Ubungszettel 8).

Definition 13 FEine Teilmenge I C K[T] des Polynomrings heifst ein Ideal,
wenn die folgenden Figenschaften erfullt sind:

1. 0el.

2. Wenn P € I, so gilt auch —P € 1.

3. Wenn P,Q €1, so gilt P+ Q € 1.

4. Wenn P €I und A € K[T], so gilt AP € I.

Hier ist Punkt 2 eine Folge von Punkt 4. Eine Teilmenge [ ist genau dann
ein Ideal, wenn I C K|[T] ein K-Untervektorraum ist und wenn 7'I C I.
Es sei D € K[T']. Dann ist die folgende Menge eine Ideal

[={AD|Aec K[T)}

Solche Ideale heilen Hauptideale. Wir schreiben I = K[T'|D. Wenn P €
K[T]|D, so heifit D ein Teiler von P. in Zeichen D|P. Wenn D’ ein weiteres
Polynom ist, so dass I = K[T|D’, so folgt D|D’ und D'|D. Dann gibt es ein
¢ € K mit ¢ # 0, so dass

D' =¢D

Wenn I # 0 ein Hauptideal ist, gibt es daher ein eindeutig bestimmtes
unitéres Polynom D, so dass I = K[T|D.

Theorem 14 (Hauptidealsatz) Jedes Ideal I C KI[T] ist ein Hauptideal.
Es seien P, () zwei Polynome. Dann ist die folgende Menge eine Ideal:
I={AP+ BQ | A,B € K[T]}.

Nach dem Hauptidealsatz existiert also ein D € K[T], so dass I = K[T|D.
Insbesondere folgt

D|P und D|Q.

Uns interessieren nur die Falle, wo P oder () nicht null ist. Dann ist auch
D #0. Da D € I ist, gibt es eine Darstellung

D = AP + BQ.
Man sieht, dass D die folgende Eigenschaft hat:

10



e Essei £ € K[T] ein Polynom, so dass E|P und E|Q. Dann folgt E|D.

Das eindeutig bestimmte unitdre Polynom D mit I = K[T|D nenne wir
den gréfiten gemeinsamen Teiler der Polynome P und Q).

Definition 15 Wir nennen ein Polynom P irreduzibel, wenn deg P > 1 und
wenn es keine Darstellung
P=AB

gibt, wobei A und B Polynome sind fir die deg A > 1 und deg B > 1.

Satz E 16 FEs sei P ein irreduzibles Polynom. Es seien A, B Polynome, so
dass

P|AB.
Dann gilt P|A oder P|B.

Man nennt auf Grund dieser Eigenschaft irreduzible Polynome auch Prim-
polynome.

Es sei K ein (unendlicher) Korper und K[T] der Polynomring. Das ist
insbesondere ein K-Vetorraum. Es sei I C K[T] ein Ideal. Da I insbesondere
ein Untervektorraum von K[T7] ist, gibt es einen komplementéren Untervek-
torraum F C K[T:

I® F=KI|T|.
Wir betrachten die parallele Projektion 7 langs I:

n: K[T|=1®&F — F, (1)
P+R — R
wobei P € [ und R € F'. Die Fasern dieser Abbildung sind alle Mengen der
Form I + R.

Expliziter kann man F und 7 so erhalten. Es sei I = K[T'|D. Wir nehmen
an, dass D folgende Form hat: D = T% 4+ ag_ T ' +...acsT +ay, o € K
und d € Z, d > 0.

Es sei @ € K|[T]. Nach der Division mit Rest konnen wir schreiben:

Q=AD+ R, degR <d=degD.
Wir erhalten einen Homomorphismus von Vektorraumen

m: K[T|— £(,T,....T" 'Y= F
wenn wir 7(Q)) = R definieren. Es folgt, dass K[T] =1 F.

Wir kehren zur abstrakten Situation (11) zuriick:

11



Satz E 17 FEs gibt eine eindeutig bestimmte Abbildung

p: FXF = F
(a,b) — a-pb

so dass fiir alle A, B € K[T)
m(A-B) =n(A) -r7(B), (12)

wobei hier auf der linken Seite die gewohnliche Multiplikation von Polynomen
steht.
Mit der Multiplikation - wird die abelsche Gruppe (F,+) ein Ring.

Beweis: Es seien a,b € F. Wir wihlen Polynome A, B € K[T], so dass
m(A) = a und 7(B) = b. Nach (12) sind wir gezwungen zu definieren:

an:W(AB)

Damit diese Definition sinnvoll ist, darf das Element auf der rechten Seite
nicht von der Wahl von A und B abhangen. Es seien A; und B; zwei weitere
Polynome, so dass m(A;) = a und 7(B;) = b. Wir konnen schreiben:

A1:A+U, BlzB—F‘/, WOU,VGI.

Dann gilt:
A -Bi=A-B+ (A -V4+U-B+U-V).

Da das Element in der Klammer zu I gehort, gilt
7T<A B) = 7T(A1 . Bl)

Damit ist die Existenz und die Eindeutigkeit von -r bewiesen. )
Man muss noch zeigen, dass man einen Ring erhéalt. Das ist eine Ubungsaufgabe.
Q.E.D.
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