Drehungen des R? und die stereographische Projektion
Vorlesung am 27.6.2013

Es sei
52 = {&: <I17x27x3) - Rs ‘ I‘%"—Jjg —|—I‘§ — 1}

Es sei MR? der Untervektorraum, der durch x5 = 0 definiert wird. Es sei
n=(0,0,1) € R®.

Fiir einen Punkt x € S?, wo z # n definiert man 7(z) als den Durch-
schnitt der affinen Geraden (1 —t)n + tz, t € R mit M. Es gilt

1

m(z) = 1— 5 (21, 22).

7: 8%\ {n} — M heiBt stereographische Projektion.

Wir fassen die Punkte von M als komplexe Zahlen auf £ = x; + izg € C.
In diesem Sinne schreiben wir einen Punkt von R? in der Form (&, z3). Zu
der Menge C fiigen wir ein weiteres Element hinzu, dass oo heifit. Dann
schreiben wir die streographische Projektion

m:5% = CuU{oo}, ﬂ(g):%, wo s # 1, 7(n) = occ. (1)

Diese Abbildung ist eine Bijektion.
Man findet fiir die Umkehrabbildung p die folgende Formel. Es sei z € C
und (£, z3) = 7 1(2). Dann gilt:

2z 2|2 =1
= — Ta = .
22+1 7T 2+1

3 (2)

Wir bezeichen mit P, die Menge aller eindimensionalen Unterrdume des
C-Vektorraums C2. Man nennt IP die projektive Gerade iiber dem Korper C.
Wir bezeichnen den eindimensionalen Unterraum von C2, der von dem

Vektor
Z1
< ) #0, 21,20€C
zZ9

erzeugt wird mit (27 : 22). Wenn A € C, A # 0, so gilt

(211 22) = (Az1 1 Az).



Mit den Bezeichungen von (2) gilt beispielsweise, wenn x3 # +1

(z:1) = (£ (L—a3)) = (66 : (1 = 23)§) = (1 +23) = ©).

Wir definieren die Bijektion CU{oo} — P durch z — (2 : 1) und oo +— (1 : 0).
Die Umkehrabbildung zur streographischen Projektion gibt uns dann

p:P— S% (3)
Das Bild p((2 : 22)) = (£, 23) € S? ist durch die folgende Formel gegeben:

_ 22122 L — ’Zl|2—|22|2
P+l 7 Jal + 2l

3 (4)
Hier bezeichnet z; die zu 25 komplex konjugierte Zahl. In dieser Formel spielt
der Punkt oo keine Sonderrolle mehr.

Fiir zwei komplexe Zahlen «, 3, so dass |a|*> + |3]? = 1 betrachten wir die

Matrix
U= ( _% g ) € GL,(C).

Alle diese Matrizen bilden eine Untergruppe SUs C GLy(C).
Wir betrachte auf C? die hermitesche Form H(v,w) = ‘vw. Dann gilt
fur U € SU,:
HU(v),U(w)) = H(v, w).

Es sei L C C? ein eindimensionaler Unterraum, d.h. L € P!. Wir bezeich-
nen mit U(L) sein Bild bei der linearen Abbildungen U : C* — C?%. Die Ab-
bildung U : L +~ U(L) ist ein Automorphismus (=Permutation) der Menge
P!. Wir erhalten einen Gruppenhomomorphismus

SUQ — Aut(IP)

Statt von einem Gruppenhomomorphismus spricht man auch von einer Op-
eration von SU, auf P.
Wegen der Bijektion p (3) erhalten wir auch eine Operation von SU, auf
S2:
SU, = Aut(S?), U T. (5)

Dabei ist T durch die Kommutativitat des folgenden Diagramms von Mengen
definiert.



P25 g2

Ul lT (6)

P2 g2

Lemma 1 Es gibt eine lineare Abbildung T : R® — R3, deren Einschrinkung
auf S? gleich T ist.

Wir werden das beweisen, indem wir 71" explizit ausrechen. Insbesondere gilt
dann fiir einen Vektor z € S? C R3, dass T'(z) € S Also hat man die
Implikation

2l =1 = |T(2)|=1

Daraus folgt, dass die Matrix T orthogonal sein muss: *TT = Ej.

Zur Berechnung von T' nehemen wir einen beliebigen Punkt (£, z3) € S
Seine Position im Diagramm (6) sei die rechte obere Ecke. Es gilt p((¢ :
(1 — x3))), wie man aus (1) erkennt. Das Bild (2] : z5) von (£, (1 — x3)) bei
U ergibt sich durch Matrixmultiplikation mit U:

7 = o + B(1 — x3) (7)
zh = —B&+ a(l — x3)

Wir setzen (¢, 2%) = T(€,x3). Wegen der Kommutativitdt des Diagramms
(6) gilt (&', x%) = p(z1, 25). Wir berechnen das mit (4). Wir betrachten die

Vektoren:
/
zz( ; ), z'z(z}), dh. 2 =Uz
1— a3 2

2(1-a3) = ai+ay+(1-w3)" = H(z,2) = H{Uz Uz) = H(Z, 2) = |21]*+]z".
Deshalb sieht die Formel (4) fiir (2] : 25) so aus:

é—/ . Zizé

_1—5(]3

/
y l’3:1—

Wegen (7) kénnen wir die letzte Gleichung schreiben:



vy =1 — qoy(@l = z3) = BE)(a(l — z3) — BE)

=1~ m(da(l — x3)* = fag(l — x3) — fag(l — x3) + BREE
1 o (jaf2(1 — ) — o€ — BaE + 5(1 + )

= 2R(Ba)a) —2Z(Ba)zs + (|af* — |B]7)xs.

Hier bezeichnen R bzw. Z den Realteil bzw. den Imaginarteil einer kom-
plexen Zahl.
Die erste Gleichung von (8) kénnen wir schreiben:

§ = (€ + B(L — 1)) (~BE + a1 — x3))
= (1_1353) (@%6(1 — a3) — B*E(1 — x3) — afEE + af(l — x3)%)
= a%¢ — B2 — 20 ;.

Wir sehen, dass jeweils die letzten Ausdriicke fiir 5 und ¢’ linear in xq, x5, x3.
Damit ist das Lemma bewiesen. Q.E.D.
Wir bezeichnen Real- und Imaginéarteile der komplexen Zahlen «, £ und
&' so:
a=p+iq, B=s+it, & =] +ix.

Dann bekommen die Gleichungen fiir 3 und £’ die folgenden Form:

= (P —-¢@F -2 +1%)n —2(pq + st)xo +2(qt — ps)z3
rh = 2(pq — st)xr +(p* — ¢* + 8> — 1*)x, —2(pt + qs)x3
Ty = 2(ps + tq)x +(pt —qs)xy +(p* +¢* — 5° — t*)z3

Das ist die lineare Transformation 7. Wir wissen schon, dass die Matrix der
Koeffizienten orthogonal ist. Man kann det T = 1 nachpriifen, z.B. indem
man die Matrix mit der Eulerschen Drehmatrix vergleicht. (siche Skript)

Daraus ergibt sich, dass der Gruppehomomorphismus (5) tiber einen Iso-
morphismus von Gruppen

SUQ — 503
faktorisiert. Hier ist SO3 = {A € M (3 x 3,R) | "AA = E3, det A = 1}.



