Einfihrung

Es geht in der Einfiihrung darum die mathematische Sprache zu erklaren,
die wir benutzen. Wir illustrieren dies an Beispielen, die hdufig mehr physikalis-
cher Natur sind, als mathmatischer.

1 Mengen

Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von bestimmten wohlunterschiede-
nen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens von M genannt
werden) zu einem Ganzen.

Diese Objekte werden die Elemente von M genannt. Man schreibt z.B.

3e M.

Das heif3t, dass die Zahl 3 ein Element von M ist. Wenn das nicht der Fall
ist, schreibt man 3 ¢ M.
Man nennt N eine Teilmenge von M, wenn die Aussage z € N stets
x € M zur Folge hat. Man schreibt in diesem Fall
N C M.

Insbesondere gilt: M C M.
Definition von Mengen: Man zéhlt die Elemente der Menge M in geschweiften
Klammern auf:

M ={1,2,3,A,a,w}

Die Existenz der folgenden Mengen setzen wir ohne weitere Erklarung
voraus:

1. N die Menge der natiirlichen Zahlen.

2. Z die Menge der ganzen Zahlen

3. Q die Menge der rationalen Zahlen

4. R die Menge der reellen Zahlen.



Teilmengen werden oft durch eine Eigenschaft beschrieben:
M = {n € N | Die Dezimalentwicklung von n enthélt nur die Ziffern 1 oder 2.}

0 ={neN|n#n}
Die letzte Menge nennt man die leere Menge. Fiir jede Menge M gilt ) C M.

Operationen mit Mengen
Man kann aus Mengen neue Mengen bilden:
Es seien M und N zwei Mengen.

1. M U N ist die Menge der Objekte x, so dass x € M oder z € N.
2. M NN ist die Menge der Objekte x, so dass x € M und x € N.
3. M\ N ist die Menge der Objekte z, so dass x € M und = ¢ N.
Beispiel: Es seien A, B, C Mengen. Dann gilt:
AU(BNC)=(AUuB)N(AUu().

Eine Abbildung einer Menge M in eine Menge N ist eine Vorschrift f,
die jedem Element von M ein Element von N zuordnet. Die Menge aller
Abbildungen von M nach N bezeichnen wir mit Abb(M, N). Das Symbol
f: M — N besagt, dass f eine Abbildung von M nach N ist.

Beispiel: Es sei A der Raum. Man fasst in als eine Menge von Punkten
auf. Es sei E eine Ebene im Raum und ¢ eine Gerade, die F in genau einem
Punkt schneidet. Wir definieren eine Abbildung 7 : A — F wie folgt: Es
sei P € A. Wir legen die Gerade {p durch P, welche parallel zu ¢ ist. Wir
definieren:

Wir nennen 7 die Parallelprojektion langs /.

Beispiel: Eine Funktion f: R — R ist eine Abbildung. Z.B. f(z) = 2%

Es seien M und N zwei Mengen. Wir bezeichen mit M x N die Menge
aller geordneten Paare (m,n), so dass m € M und n € N. Man schreibt
M? =M x M.

Eine Klasseneinteilung einer Menge M ist eine Menge von Teilmengen A
von M mit folgenden Figenschaften:



(1) Die Teilmengen A € A sind nicht leer.
(2) Fiir alle m € M gibt es ein A € A, so dass m € A

(3) Es seien A; € A und Ay € A zwei verschiedene Teilmengen von M.
Dann gilt
AiNA; =0.

Die Teilmengen A nennen wir auch die Klassen. Man nennt ein Element
m € A einen Reprasentanten von A.

Beispiel: Es sei A der dreidimensionale Raum. Darunter verstehen wir
den euklidischen Raum, den wir aus der Anschauung oder Schule kennen. Es
sei O € A ein festgewahlter Punkt. Es sei M = A\ {O}. Es sei A die Menge
der Teilmengen von M die von der Form

gU\{O}

sind, wobei g eine Gerade des Raumes A, die durch O geht. Die Menge A
ist eine Klasseneinteilung von M. Man nennt A die projektive Ebene.

Beispiel: Es sei n eine natiirliche Zahl. Fiir jede ganze Zahl i, so dass
0 < i <n —1 betrachten wir die Menge

Ai={qg-n+ilqeZ}.

A; besteht aus den ganzen Zahlen, welche bei der Division durch n den Rest
1 lassen. Die Menge

./4 - {A[);Ah e 7An71}

ist eine Klasseneinteilung der Menge Z. Die Elemente A; nennt man die
Restklassen modulo n.

Beispiel: Es sei f : M — N eine Abbildung. Es sei n € N. Die Faser
iiber n dieser Abbildung ist definiert durch

i) ={me M| f(m) =n}

Es sei A die Menge aller Fasern von f, die nicht leer sind. Dann ist A eine
Klasseneinteilung von M.

Es sei umgekehrt eine Klasseneinteilung A einer Menge M gegeben. Dann
existiert zu jedem Element m € M genau eine Teilmengen A(m) € A, so dass



m € A(m). Die Abbildung m — A(m) (lies: m wird auf A(m)) nennt man
die klassifizierende Abbildung der Klasseneinteilung:

vy M — A, valm)=A(m). (1)
Wir fiigen eine wichtige Definition ein:

Definition 1 FEine Abbildung f : M — N heifit surjektiv, wenn alle Fasern
nicht leer sind. Man nennt f injektiv, wenn die Fasern hochstens ein einziges
Element enthalten. Man nennt f bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Eine Relation r auf einer Menge M ist eine Teilmenge R C M x M. Es
seien mq, my € M. Man schreibt

my ~Rr My,

wenn (ms, ms) € R und man schreibt m; %gr ms, wenn das nicht der Fall ist.
Oft erwahnt man die Menge R gar nicht, sondern sagt, dass ~ eine Relation
auf M ist. Z.B. sind <, <, >, geq, = Relationen auf der Menge der reellen
Zahlen. Wenn M eine Menge ist, so ist C eine Relation auf der Menge der
Teilmengen von M.

Definition 2 Eine Relation = auf einer Menge M heifit eine Aquivalenzrelation,
wenn folgende Eigenschaften erfillt sind:

(1) Fir alle m € M gilt:

m=m
(2) Es seien my, my € M. Dann gilt:

m; =My = Moy = My.

(3) Es seien my,ma,mg € M. Dann gilt:

my = msy und my = ms = m; = ms.

Es sei A eine Klasseneinteilung von M. Wir betrachten die Menge aller
Paare (my,ms) € M2, so dass ein A € A existiert, so dass mi,my € A.
Das ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation. Wenn man das umkehrt, sieht
man, dass man jede Aquivalenzrelation aus einer Klasseneinteilung erhalt.
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Kompositum von Abbildungen
Es seien A, B, C' Mengen. Es seien o : A — B und § : B — C Abbildun-
gen. Dann definiert man das Kompositum v:

v:A—C, v(a):=p(afa)), a € A

Wir schreiben v = 3 o a.. Diese Beziehung driicken wir so aus: Das folgende
Diagramm ist kommutativ:

A - B

N A

C

Es sei A eine Menge. Wir definieren die Abbildung id4 : A — A durch
ida(a) := a fiir alle a € A. Dann gilt fiir jede Abbildung o : A — B:

aoidy =a, idgoa = a.
SchlieBlich betrachten wir eine weitere Abbildung v : C' — D. Dann gilt
yo(Boa)=(yoB)oa

Man sagt, dass das Kompositum von Abbildungen assoziativ ist.
Es sei w : A — B eine Abbildung. Wir sagen v : B — A ist eine
Umkehrabbildung (= inverse Abbildung), wenn

uov=1idg, wvou=idy. (2)

Eine Umkehrabbildung existiert genau dann, wenn u bijektiv ist. Eine
Umkehrabbildung v ist durch u eindeutig bestimmt. Man schreibt v = u ™.

Beispiel: Wir betrachten Bewegungen des Raumes A. Synonym kann
man Verschiebungen sagen. Das sind Abbildungen

U:A— A,

die Langen und Drehrichtungen erhalten. Beispiele sind Drehungen um eine
Achse und Parallelverschiebungen. Vektor ist ein anderes Wort fiir Paral-
lelverschiebung. Es seien S und 7" Vektoren. Dann definiert man deren
Summe:

S+T:=80oT, (3)
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wobei rechts das Kompositum von Abbildungen steht. Es sei P,Q) € A.
Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Vektor 7', so dass T(P) = Q.

E—
Man schreibt 7' = PQ. Fiir die Gleichung T'(P) = ) schreibt man in der
Vektorrechnung

P+PQ=0Q.

Wir kehren zur Definition (3) zurtick. Wenn P € A ein Punkt ist, so
bilden die 4 Punkte
P,T(P), S(T(P)), 5(P)

ein Parallelogramm, weil S eine Parallelverschiebung ist. Daraus folgt, dass
SoT =T oS. Nach der Definition der Summe von Vektoren gilt:

— —

QR+ PQ = PR.

%
Die Abbildung idy nennt man den Nullvektor 0 (Stillstand). Weil das
Kompositum von Abbildungen assoziativ ist, finden wir die folgenden Rechen-
regeln fiir Vektoren S, T, R:

T+0=T O0+4T=T
S+T=T+S (4)
(S+T)+R=S+(T+R)

Angenommen wir wéahlen ein Koordinatensystem von A, dessen Ursprung
in dem Punkt O € A liegt. Einem Punkt P € A entsprechen dann Koordi-
naten x(P) = (x1, 22, x3), wo x; € R. Das ist eine bijektive Abbildung

A — R3.

Man identifiziert A mit R3, d.h. man vergisst den Unterschied zwischen
einem Punkt und seinen Koordinaten. Es sei T'(O) = (vy, v2,v3) dann gilt:

T((x1, 2, 73)) = (21 + v1, T2 + V2, T3 + V3).
Wir nennen (v, v, v3) die Koordinaten des Vektors 7.
Satz 3 (Faktorisierungsprinzip) Es seiv : M — E eine surjektive Abbildung

von Mengen. Es sei f : M — N eine Abbildung von Mengen, die auf den
Fasern von v konstant ist.



Dann existiert genau eine Abbildung g : E — N, so dass folgendes Dia-
gramm. kommutativ ist:

M ! N
E

Die Voraussetzung der Satz kann man auch so formulieren: Fir alle mq, ms €

M gilt

()

v(my) = v(ma) = f(m1) = f(ma).

Es sei M eine Menge mit einer Klasseneinteilung A und es sei =" die
Aquivalenzrelation. Dann kann man das Faktorisierungsprinzip fiir die klas-
sifizierende Abbildung v4 : M — A so formulieren:

Es sei f: M — N eine Abbildung von Mengen, so dass gilt

mi=mg = f(m) = f(my). (6)

Dann existiert genau eine Abbildung g : A — N so dass folgendes Diagramm

kommutativ ist:
N A

A

Wenn man sagt, dass f reprasentantenunabhéngig definiert ist, meint man
dass (6) gilt.

Es sei A der Raum. Es sei V' die Menge der Vektoren zu A. Dann hat
man eine die Abbildung

AxA — V
— (7)
(P,Q) — PQ
Wenn (P, Q) und (P, Q1) zwei Punktepaare sind, so gilt
PQ = PiQ, (8)

gdw. PQQ,P; ein Parallelogeramm ist. Das ist eine Beschreibung der
Aquivalenzrelation ”=", die durch die Abbildung (7) definiert wird.
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Es sei U : A — A eine Bewegung. Dann definieren wir die Abbildung;:

U:AxA—V, U(PQ):= U(P)U(Qi.

Angenommen (P, (1) ist ein weiteres Punktepaar, so dass (8) gilt. Dann ist
UP)UQ)U(Q)U(Py) ein Parallelogramm, weil U Parallelogramme auf
Parallelogramme abbildet. Folglich gilt U(P)U(Q) = U(P)U(Q;). Also
ist U auf den Fasern von (7) konstant. Folglich finden wir nach dem Fak-
torisierungsprinzip eine Abbildung U, so dass folgendes Diagramm kommu-
tativ ist:

AxA v 1%

() Us

Man nennt U, : V — V die zu U assozierte Abbildung von Vektorrdumen.
Sie ist durch die folgende Gleichung charakterisiert:

—>
Uy (PQ) = U(P)U(Q). (9)
Wenn S und 1" Vektoren sind, so gilt:

U(S +T) = Uy(S) + Uy(T), U,(0)=0. (10)

Das sieht man so ein: Es sei P € A ein beliebiger Punkt P,T(P),(S +
T)(P),S(P) ist ein Parallelogramm. Das bleibt ein Parallelogramm, wenn
man die Bewegung U anwendet:

U(p),U(T(P)),U((S +T)(P)),U(S(P)). (11)

Aber es gilt nach Definition U,(S) = U(P)U(S(P)), U,(T) = U(P)U(T(P)).
Aber die Summe der letzten beiden Vektoren erhilt man, wenn man die
Punkte U(P),U(T(P)),U(S(P)) zu einem Parallelogramm ergénzt. Das ist
das Parallelogramm (11). Folglich ist die Summe U, (S) + U,(T’) gleich dem

Vektor U(P)U((S + T)(P)) = U,(S + T). Damit ist (10) bewiesen.
Genauer zeigt unsere Uberlegung, dass die erste Gleichung von (10) gilt,
wenn U ein Paar paralleler Geraden wieder auf ein Paar paralleler Geraden
abbildet. Eine solche Abbildung heifit affin.
I"Jbung: Mit Hilfe der Umkehrabbildung U~ : A — A zu U kann man

schreiben

U T)=UoToU".
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2 algebraische Operationen und Gruppen

Es sei M eine Menge. Eine Abbildung % : M x M — M nennen wir auch eine
(algebraische) Operation. Das Bild eines Paares (my,ms) € M? bezeichen
wir mit

My * M.

oMMy N

Die Operationen "+7, 7.7 und ”:” sind uns durch den Taschenrech-
ner gelaufig.

Definition 4 FEs sei (M, x) eine Menge mit einer Operation.
Man nennt die Operation assoziativ, wenn fir alle my, mq, ms € M

my % (Mg % mg) = (Mg * mg) * mg.
Man nennt die Operation kommutativ, wenn fir alle my,mg € M
My * Mo = Mo * M. (12)
Ein Element e € M heifit ein neutrales Element, wenn fir alle m € M
exm=m, m*xe=m

In der Menge M gibt es hochstens ein neutrales Element bzgl. der Operation
*.

Definition 5 Es sei (M, x) eine Menge mit einer Operation. Wir nennen
M eine Gruppe, wenn gilt:

(1) Die Operation ist assoziativ.
(2) Es gibt ein neutrales Element e.

(8) Zu jedem Element m € M gibt es ein Element m’, so dass

mxm' =e, m xm=e.

Wenn ein Element m’ existiert, so heifit m’ ein inverses Element zu m. Wenn
m” ein weiteres inverses Element zu m ist, so ergibt sich aus der Berechnung
von m’ *m xm/”, dass m = m”.



Es sei (Z, +) die Menge der ganzen Zahlen mit der gewohnlichen Addition
als Operation. Das ist eine Gruppe. Das neutrale Element ist die Zahl 0.
Wenn g € Z, so ist (—g) das inverse Element. Genauso hat man die Gruppen
(Q,+) und (R, +).

Die Menge der Vektoren V' des Raumes A ist eine Gruppe beziiglich der

it

Addition "+ von Vektoren. Der Nullvektor 0 ist das neutrale Element (vgl.
— —

(4)). Wenn T' = PQ, so ist (—=T') := QP das inverse Element.

Diese Gruppen sind kommutativ, d.h. die Operation erfiillt (12). Man
nennt kommutative Gruppen auch abelsch.

Es sei M eine Menge. Eine Permutation von M ist eine bijektive Abbil-
dung o : M — M. Wir bezeichnen die Menge der Permutationen von M mit
Aut(M). Das Kompositum von Abbildungen

oorT, 0,7 € Aut(M),

definiert eine Gruppe (Aut(M), o). Das neutrale Element ist die Abbildung
idp, und das inverse Element ist die Umkehrabbildung (2).

Es sei n eine natiirliche Zahl. Es sei M = {1,2,...,n}. Dann bezeichnet
man die Gruppe (Aut(M), o) auch mit S,. Man nennt S,, die symmetrische
Gruppe. Man schreibt eine Permutation oft in Form einer Tabelle:

123456
":<461521>' (13)

Unter der Zahl i steht in dieser Tabelle die Zahl o (i), z.B. o(5) = 2.

3 Die Gruppe der ganzen Zahlen
Die Gruppe (Z,+) bezeichen wir im folgenden einfach mit Z.

Definition 6 Es sei (M, x) eine Gruppe. Fine Untergruppe N C M st eine
Teilmenge, so dass fiir alle ny,ny € N ¢ilt, dass ny *x no € N und so dass
(N, %) eine Gruppe ist.

Es sei ey das neutrale Element von (N, x). Es sei e das neutrale Element
von M. Es sei ¢y € M, das inverse Element von ey in der Gruppe M. Dann
gilt:

(enxen)*ey =en*xey=e¢ enx*(ex*ey)=exy*xe=cy
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Also gilt notwendigerweise ey = e, d.h. eine Untergruppe muss das neutrale
Element von M enthalten. Es sei n € N und n’ das inverse Element in der
Gruppe N. Es folgt, dass dies auch das inverse Element in der Gruppe M
ist.

Es sei nZ, n > 0. Wir setzen

In:={g-n|gel} CZ. (14)
Diese Teilmengen sind Untergruppen von Z.
Satz 7 Jede Untergruppe von Z in von der Form (1/)

Wir beweisen diesen Satz mit dem Prinzip der vollstandigen Induktion:

Prinzip: In jeder nichtleeren Teilmenge von N gibt es ein kleinstes Ele-
ment.

Beweis von Satz 7: Es sei N C Z eine Untergruppe. Wenn N = {0},
so ist die Behauptung klar. Es sei u € N, u # 0. Dann gilt © € N NN oder
—u € NNN. Also gilt NN N # (). Es sei n das kleinste Element in N N N.
Dann gilt Zn C N. In der Tat, jedes Element gn € Zn ist von der Form

n+n+...+n, oder (—n)+(—n)+...+(—n).

Diese Elemente gehoren zu N, weil N eine Untergruppe ist.

Wir beweisen, dass Zn = N. Es geniigt zu zeigen, dass N "N C Zn.
Angenommen, das ist nicht der Fall. Dann gibt es nach vollstandiger In-
duktion ein kleinstes Element m in der Menge aller Elemente von N N N,
die nicht in Zn liegen. Nach der Wahl von n folgt n < m. Man findet
m+ (—n) € NN N und m + (—n) ¢ Zn. Das ist eine Widerspruch zur
Minimalitat von m. Q.E.D.

Es seien t,g € Z. Wir sagen t ist ein Teiler von g, wenn eine ganze Zahl
q existiert, so dass g = gt. Wir schreiben t|g oder dquivalent dazu g € Zt.

Satz 8 Es seien a,b ganze Zahlen, die beide von 0 verschieden sind. Dann
gibt es genau eine natirliche Zahl d mit folgenden Eigenschaften:

(1) dla und d|b.

(2) Wenn t eine ganze Zahl ist, so dass t|la und t|b, so gilt t|d.
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Es qibt Zahlen x,y € Z, so dass
d = xa + yb.

Beweis: Wir betrachten die Menge N = {za + yb | z,y € Z}. Das ist eine
Untergruppe N C Z. Aus Satz folgt, dass eine natiirliche Zahl d existiert,
so dass N = Zd. Da insbesondere a,b € Zd ist die Eigenschaft (1) erfiillt.
Andererseits gilt wegen d € N eine Gleichung

d = xa + yb.

Daraus folgt die Eigenschaft (2). Die Eindeutigkeit von d ist klar. Q.FE.D.
Man nennt d den grofiten gemeisamen Teiler von a und b und schreibt

d=g.g.T.(a,b).

Korollar 9 FEs seiena,b € Z beide von 0 verschieden. Esseil = g.g.T.(a,b).
Es seiuw € Z. Dann gilt

alub = alu.

Beweis: Man multipliziert die Gleichung 1 = za + yb mit u. Q.E.D.
Wenn g.g.T.(a,b) = 1, so nennt man a und b teilerfremd.
Wenn p eine Primzahl ist, so gilt fiir beliebige a,b € Z:

plab = pla oder pl|b.

Daraus folgt, dass man jede natiirliche Zahl eindeutig als Produkt von Primzahlen
schreiben kann.

Definition 10 Es seien (M,*) und (N, e) zwei Mengen mit Operationen.
Ein Homomorphismus f : M — N ist eine Abbildung, so dass

flmyxmg) = f(my) @ f(mgy), my,my € M.
Folgendes ist extrem niitzlich:

Lemma 11 FEs sei (M, x*) eine Gruppe mit dem neutralen Element e. Es sei
f: M — N ein Homomorphismus wie in Definition 10.
Dann ist die Abbildung [ genau dann injektiv, wenn die Faser tiber f(e) €
N gilt
P = {eb. (15)
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Beweis: Wenn f injektiv ist, so enthilt die Faser f~!(f(e)) nach Definition
nur ein Element und muss folglich mit {e} tibereinstimmen.

Wir zeigen die Umkehrung: Es seien my, ms € M, so dass f(mq) = f(ma).
Wir miissen m; = mo beweisen. Wir finden m’ € M, so dass m' *m; = e =
my * m'. Dann gilt:

fle) = f(m'xmy) = f(m') e f(my) = f(m') @ f(ma) = f(m' *my).
Dann folgt aus (15), dass e = m/ * my. Wenn man von links mit m; multi-
pliziert erhalt man m; = my. Q.E.D.

Bemerkung: Wenn in der Definition 10 (M, *) und (N, e) Gruppen sind,
so folgt, dass f(e) das neutrale Element von N ist. (e ist das neutrale Element
von M)

Es sei n € N. Es seien

Ao, Ay, Ay (16)

die Restklassen modulo n. Man definiert die Summe von zwei Restklassen
A; und A; wie folgt. Man wahlt beliebig ganze Zahlen a; € A; und a; € A;.
Dann existiert Ay, so dass a; +a; € Ai. Damit diese Definition sinnvoll
ist muss man zeigen, dass A; unabhéngig von der Wahl von a; und a; ist.
Mit Hilfe der Aquivalenzrelation = (modn)” zur Klasseneinteilung (16)
konnen wir die Unabhangigkeit so formulieren:

a; = a; (modn) und a; = aj (modn) = a;+a; = a;+a; (modn). (17)
Jetzt konnen wir definieren A; + A; := A;. Dadurch erhélt man eine Oper-
ation ”+” auf der Klasseneinteilung

Z/TLZ = {Ao, Al; ce ,Anfl}.

Diese Operation 74" ist dadurch charakterisiert, dass die klassifizierende
Abbildung
v:(Z,+)— (Z/nZ,+)
ein Homomorphismus ist.
Man kann die Gleichung (17) nach dem Faktorisierungsprinzip auch so
interpretieren: Es gibt eine Abbildung s : Z/nZ x Z/nZ — 7Z/nZ, so dass
folgendes Diagramm kommutativ ist:

7 x 7 SN/

ml l (18)

Z/n7 x Z/nZ —— Z/nZ
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” N

als Operation nehmen.
auf Z/nZ existiert, so dass

Variante: Man kann auf Z die Multiplikation
Man kann zeigen, dass genau eine Operation ”-”

v:(Z, ) — (Z/nZ,-)

ein Homomorphismus ist.
Insbesondere haben wir fiir alle m € Z eine Abbildung

m: Z/nZ — Z/nZ
a(modn) +— ma(modn).

Wenn g.g. T.(m,n) = 1, so ist die letzte Abbildung bijektiv.

4 Vektoren und lineare Abbildungen

Es sei A der Raum. Es sei V' der Raum der Vektoren von A.
EsseiT = PQ # 0. Essei A € R, A > 0. Es sei R der Punkt auf dem
Strahl s, der in P beginnt und durch @ verlduft, so dass |PR| = A\|PQ|. Dann
e

definiert man AT := PR und nennt das die Streckung von 7" um den Faktor
A. Wenn A negativ ist, so setzt man y = —\ und definiert A" = —(uwv).
Wenn T" der Nullvektor ist, so definiert man

— —
A0 = 0.

Man nennt \7T" die Streckung von T" um den Faktor A.
Man hat fiir n € N:

nI'=T+T+...+T, n Summanden.

Genauso kann man (1/n)7" als den eindeutig bestimmten Vektor erhalten, so

dass
T=01/n)T+ (1/n)T+ ...+ (1/n)T, n Summanden.

Auf diese Weise kann man die Streckung mit einem Faktor A\ € QQ definieren,
ohne den Abstand von Punkten zu erwéihnen.

Wenn man ein Koordinatensystem wahlt und 7" die Koordinaten (vy, vq, v3)
hat, so hat AT die Koordinaten (Avy, Avg, Avg).

Es seien T, 15, T5 drei Vektoren. Wir wahlen einen festen Punkt O. Die
Vektoren heiflen linear unabhdngig, wenn die Punkte

0,0+T,0+1T5,0 +1Ts.
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nicht in einer Ebene liegen. Die Definition von linear unabhangig héangt nicht
von der Wahl O ab. Wenn T ein beliebieger Vektor ist, so gibt es eindeutig
bestimmte Zahlen A{, Ao, A3 € R, so dass

T = MTi + N1y + A3T5 (19)
Genauer bedeutet das: Wenn S ein weiterer Vektor ist:
S = Ty + pls + psTs
Dann gilt
S=T & g = Ay und g = Ag und pz = As. (20)

Wir nennen Ay, Ay, A3 die Koordinaten des Vektors T' bezuiglich 11, Ty, T5.
Es seien A, B, B’,C,C’ verschiedene Punkte, so dass A, B, B' auf einer
Geraden liegen und A, C,C" auf einer anderen Geraden, und so dass die
Geraden BC und B'C’ parallel sind. Das ist die Situation des Strahlensatzes.

— —
Es sei A\AB = AB’. Dann gilt nach den Strahlensétzen
— —_— — —
AC" = \AC, B'C'=\BC.
Wir erhalten die Gleichung;:

— — — — — — — —
MAC — AB) = ABC = B'C' = AC' — AB' = AAC — \AB.

— — —
Wir setzen T'= AC — AB und S = AB. Dann erhalten wir das Distribu-
tivgesetz der Vektorrechnung:

AT +AS = A(S +T).

Umgekehrt folgen aus dieser Gleichung die Strahlensatze.
Aus der Definition der Streckung eines Vektors folgt:

A+ )T =XT + uT
Fiir die Summe der Vektoren 7" und S aus (19) und (20) ergibt sich daher
T+ 8= M4 p)T+ (A2 + p2)To + (As + p3) T

Es sei U : A — A eine Bewegung und U, : V — V die assozierte Abbil-
dung auf dem Vektorraum V' (siehe: (9). Dann gilt

U, (AT) = AU, (T). (21)
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Definition 12 Man nennt eine Abbildung o'V — V' linear, wenn

— —
(1) a(0) =0
(2) Fiir alle Vektoren S, T € V gilt

a(S+T)=aS)+ oT).

(3) Fir alle Vektoren T € V und alle X € R gilt:

a(AT) = Xa(T).

Es sei U : A — A eine Drehung. Dann ist nach (21) und (10) die Abbildung
U, :V — V linear.

Eine lineare Abbildung o : V' — V', kann man durch eine Matrix beschreiben.
Man wahlt linear unabhéngige Vektoren 77, T5, T5 wie oben. Dann findet man
a;; € R, so dass

a(Ty) = ay;T1 + agTs + a3iTs, j=1,2,3. (22)
Man nennt die folgende Liste von reellen Zahlen

a1 aiz2 a3
Matrix (o) = | a1 age a93 (23)
a3 dasz2 a33

die Matrix der linearen Abbildung « beziiglich T3, T5, T3.
In dem Spezialfall o = idy erhalten wir die Matrix:

Matrix (idy ) =

o O =
o = O
—_ o O

Es sei a wieder eine beliebige lineare Abbildung. Es sei T ein beliebiger
Vektor, den wir in der Form (19). Die Koordinaten X, von «(7') sind definiert
durch die Gleichung:

a(T) = N,Ty + NTy + Ny Ts. (24)
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Wir konnen die Koordinaten X, berechnen: Da « linear ist, finden wir aus
(19)
a(T) = Ma(Th) + Aaa(Tz) + Asa(T3).

Wenn wir fiir a(7}) die Gleichungen (22) einsetzen und (20) verwenden, sehen
wir das wir die Koordinaten A, wie folgt erhalten:

)\/1 = &11)\1 + alz)\z + alg)\g
Ay = a1 A1 + agae + ags A3 (25)
Ay = azi A + azaAo + agss

Man schreibt diese Gleichungen symbolisch

/

/\1 11 Qa2 Q13 A

/

/\2 = G21 Q22 Q23 : A2 (26)
/

/\3 a31 aszz G33 A3

Die Listen, die aus einer Spalte bestehen nennt man Spaltenvektoren:

A
Ao (27)
A3

Man sagt, dass sich die linke Seite von (26) aus der Multiplikation der Matrix
(23) mit dem Spaltenvektor (27) ergibt.

Wir betrachten eine weitere lineare Abbildung 8 : V' — V. Wir schreiben
die Matrix von f3:

bii bz bis
Matrix (8) = | b2 bop bo3 (28)
bs1 b3z bs3

Wir konnen die Matrix 3 o a berechnen:

C11 Ci12 (13
Matrix (Boa) = | ca ¢ cCo3 (29)

C31 C32 C33

Dazu wenden wir auf die Gleichung (26) die Abbildung # an. Daraus sieht
man, dass man die erste Spalte der Matrix (29) erhélt, in dem man die
Matrix (28) mit der ersten Spalte der Matrix (23) multipliziert. Die néchste
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Spalte von (29) bekommt man, wenn man mit der zweiten Spalte von (23)
multipliziert. Wir schreiben fiir diese Matrixmultiplikation:

bi1 Do b13 11 aiz2 A3 11 C12 (13
bai by baz | - | ax ax ax | = | ca a2 co3 (30)
bs1 b3z bs3 a3; asz2 a33 C31 C32 C33

Als Beispiel bestimmen wir die Matrix einer Drehung beziiglich eines
rechtwinkligen Koordinatensystems. Anstelle des Raumes A betrachten wie
eine Ebene E. Wir wahlen einen Ursprung O € E und ein rechtwinkliges
Koordinatensystem von E mit diesem Ursprung.

Die Menge aller Vektoren O?, so dass P € E ist der Vektorraum W der
Parallelverschiebungen von E.

Es sei U(¢) : E — E die Drehung um den Punkt O und den Drehwinkel
¢. Es sei U,(¢) : W — W die Drehung der Vektoren.

Es sei T; der Vektor mit den Koordinaten (1,0) und 75 der Vektor mit
den Koordinaten (0,1). Es sei P der Punkt mit den Koordinaten (z,y) und

_>
es sei T'= OP. Dann gilt:
T = fL’Tl + yT2

Dann gilt
Uy(0)(Th) = cos ¢T' + sin ¢T3

Diese Gleichung ist gerade die Definition der Winkelfunktionen sin und cos.
Daraus folgt
Uy(9)(Ty) = —sin ¢T3 + cos ¢Ts.

Also sieht die Matrix der Drehung U, (¢) wie folgt aus:
cos¢p —sing
( sing  cos ¢ ) ' (31)
Es sei U() die Drehung um der Winkel ¢. Dann gilt:

U)oU) = Uy + ¢)
Daraus ergibt sich fiir die Abbildungen des Vektorraums W:

UvW) © Uv(qb) = Uv(w + ¢)
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Nach der Regel (30) fiir die Matrix eines Kompositums von linearen Abbil-
dungen finden wir:

costp —sint cos¢ —sing \ [ cos(v+¢) —sin(y + @)
sinty  cos sing cos¢p )\ sin(¢+¢) cos(v+¢) )’

Wenn man die Matrixmultiplikation ausfithrt erhédlt man die Additionstheo-
reme fiir die Funktionen sin and cos.

5 Polynome
Es sei K = Q oder K = R.

Definition 13 FEs sei F': K — K eine Abbildung. Man nennt F' ein Poly-
nomfunktion, wenn eine ganze Zahl n > 0 und Elemente ag,ay,...,a, ex-
istieren, so dass fur alle v € K

F(I) = ap,r" + an_lx”_l + ...+ a2+ ap. (32)

Es ist klar, dass das Produkt und die Summe von zwei Polynomfunktionen
wieder eine Polynomfunktion ist. Den Ausdruck auf der rechten Seite von
(32) nennt man ein Polynom, also eine Regel nach der man eine Polynom-
funktion berechnen kann.
Als Beispiel betrachten wir Polynomfunktion G, und I, die gegeben sind
durch
Gx) =bp 2" '+ .+ bx+by, I(x)=1—u, (33)

wobei by, ...,b,—1 € K und v € K. Dann erhalten wir die Funktion G(x) -
I(x) in der Form:

G(z)(x) = bp_12™ + (by_o — uby_1)x"* + ... 4 (b — uby)x — uby. (34)
Eine Nullstelle einer Polynomfunktion F ist ein u € K, so dass F'(u) = 0.

Satz 14 FEs sei die Polynomfunktion F(x) durch den Ausdruck auf der rechten
Seite von (32) gegeben. Es sei a, # 0, wobei n > 0. Dann hat F' hichstens
n verschiedene Nullstellen.

Beweis: Esseiu € K eine Nulstelle von F'. Wir behaupten, dass es Elemente
bo, . ..,b,_1 gibt, die Losungen der folgenden Gleichungen sind
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Ay — bnfl, Ap—1 = bn,Q — Ubnfl, oo A = bo — Ubl

apg = —Ubo. (35>

In der Tat, aus der ersten Zeile von Gleichungen, lassen sich die Elemente
bn_1,...,by eindeutig berechnen, so dass diese Gleichungen erfiillt sind. Wir
miissen beweisen, dass dann auch die letzte Gleichung erfiillt ist. Wenn man
die Gleichungen der ersten Zeile ineinander einsetzt ergibt sich:

bo :a1+ub1:a1+ua2+u2bgz...

= ay + uas + vlas + ... u" ta,.

Also ist die letzte Gleichung ag + uby = 0 von (35) dquivalent mit F'(u) = 0.

Wenn wir diese Koeffizienten b; in (33) nehmen, so erhalten wir F(z) =
G(z) - I(x). Wenn u' eine Nullstelle von F ist, so dass v # u, so gilt
I(Ww) =W —u) #0. Da F(v') = G(v')I(v) muss u eine Nullstelle von G
sein. Wir haben b,,_; = a,, # 0. Nach Induktion diirfen wir daher annehmen,
dass G weniger als n — 1 verschiedene Nullstellen hat. Daraus folgt die
Behauptung. Q.E.D.

Korollar 15 (Identitdtssatz fir Polynome). Es sei F': K — K eine Poly-
nomfunktion. Es seien ayp, ..., a,by, ..., by € K, so dass wir F(zx) nach den
folgenden beiden Regeln berechnen konnen:

F(z) = ap2™ + ap12™ '+ ...+ a1 + ao,
F(x) =b,2" + by 2™+ ...+ bz + by.

Dann gilt a; = b; fur 0 <i<n.

Beweis: Die Differenz der beiden Audriicke fiir F'(z) héitte unendlich viele
Nullstellen. Deshlb folgt die Behauptung aus dem letzten Satz. Q.E.D.

Das bedeutet, dass die Koeffizienten a; € K auf der rechten Seite von (32)
durch die Abbildung F' eindeutig bestimmt sind, wenn man einmal davon
absieht, dass man auf der rechten Seite Terme der Form 0z™ mit m > n
hinzufiigen kann, ohne an F' etwas zu andern.

Eine Polynomfunktion F' bestimmt also den Ausdruck auf der rechten
Seite auf (32) eindeutig. Deshalb bezeichnen wir eine Polynomfunktion im
folgenden auch einfach als Polynom.

Es sei F' # 0 ein Polynom. Dann hat F' eine eindeutige Darstellung;:

F(z) = cqz? + cq_iz + ..+ ez + ¢, (36)
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wobei ¢4, ...,co € K und ¢4 # 0. Man nennt d den Grad des Polynoms und
schreibt d = deg F'. Wenn F' das Nullpolynom ist, setzen wie deg F' = —o0.
Wenn G ein weiteres Polynom ist, so ergibt sich unmittelbar:

deg(F -G) =deg F +deg G, deg(F + G) < max{deg F,degG}.  (37)

Korollar 16 FEs seien F' und G Polynome, so dass F -G = 0. Dann gilt
F =0 oder G=0.

Das folgt aus (37).

Satz 17 (Division mit Rest) Es sei F' # 0 ein Polynom von Grad d. Es sei
G ein Polynom.
Dann existieren Polynome ) und P, so dass deg P < d und deg(@) <
deg G — d und
G=Q-F+P.

Beweis: Wenn deg G < d, so kann man ) = 0 nehmen. Wir schreiben F' in
der Form (36) und G wie folgt:

G(x) = bex® + be_12° 1 + ... 4 bz + by,
wobei e = deg G > d. Wir betrachten, das Polynom
G1 =G — (be/Cd)CL’e_dF.

In dieser Formel und im weiteren ist z° := 1. Dann gilt deg G; < e und wir
konnen Induktion anwenden. Q).E.D.

Die folgende Korollare haben wir schon bewiesen bevor wir den Begriff
Grad (= deg) hatten.

Korollar 18 FEs sei F' # 0 ein Polynom vom Grad d > 0. Es sei u € K, so
dass F(u) = 0. Dann gibt es ein Polynom @Q, so dass deg@Q = d — 1 und so
dass

F(z)=(r—u)-Q(z), firalexe K.
Ein u € K, so dass G(u) = 0, nennt man eine Nullstelle von G.

Korollar 19 Es sei G # 0 ein Polynom vom Grad e > 0. Dann besitzt G
héchstens e verschiedene Nullstellen.
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Es sei K[z] die Menge aller Polynome. Das ist eine Gruppe beziiglich der
Addidion ”+" von Polynomen.

Definition 20 Fine Teilmenge a C K|x] nennen wir ein Ideal, wenn a eine
Untergrupe beziiglich ”+” von K|x] ist, und wenn gilt:

GeKlzl, PEa = G- -Peca.
Wenn F' € K|z] ein Polynom ist, so definiert man
Kz]F ={G-F |G € K[z]}

Diese Menge ist offensichtlich ein Ideal. Man nennt Ideale dieser Form Haup-
tideale. Fiir H € K|x]F schreibt man auch F|H (F teilt H).

Satz 21 (Hauptidealsatz) Jedes Ideal a C K|z| ist ein Hauptideal.

Beweis: Man kann a # 0. Dann gibt es eine Polynom F' # 0, F' € a welches
minimalen Grad hat. Nach der Division mit Rest folgt a = K[z|F. Q.E.D.
Wir nennen ein Polynom F' (32) unitér, wenn F' # 0 und wenn a,, = 1.

Korollar 22 FEs seien F' und G von 0 verschiedene Polynome. Dann gibt es
genau ein unitares Polynom D mat den folgenden Figenschaften:

(1) D|F und D|G.
(2) Wenn H ein Polynom ist, so dass H|F und H|G, so gilt H|D.
FEs gibt Polynome P,(Q € Klz|, so dass
D=P-F+Q-C.

Man nennt ein unitéares Polynom P vom Grad d > 1 ein Primpolynom,
wenn es kein Polynom H gibt, so dass d > deg H > 1 gibt, so dass H|F.
Insbesondere ist jedes unitare Polynom vom Grad 1 ein Primpolynom. In
Analogie zur Primzerlegung ganzer Zahlen findet man:

Satz 23 FEs sei F' # 0 ein Polynom. Dann kann man F bis auf die Reihen-
folge der Faktoren in eindeutiger Weise schreiben:

F=a-P-...-P,

wobei a € K und Py, ..., P, Primpolynome sind.
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Bemerkung: Gaufl hat in seiner Dissertation bewiesen: Es sei P € R|z]
ein Primpolynom. Dann gilt: deg P < 2. Man hat das den Fundamentalsatz
der Algebra genannt.

Die Polynome K|z| sind mit zwei Operationen + und - versehen.

Definition 24 FEin Ring (R,+,-) ist eine Menge, die mit zwei Operationen
versehen ist, so dass gilt:

1) (R,+) ist eine kommutative Gruppe.
2) (R, ) ist eine assoziative Operation mit einem neutralen Element.
3) Fir alle a,b,c € R gilt

(a+b)-c=(a-c)+(b-c), c-(a+b)=(c-a)+(c-b).

In einem Ring schreibt man Og fiir das neutrale Element von (R, +) und 1g
fiir das neutrale Element von (R,-). Wenn r € R, so bezeichnet man mit
(—r) das inverse Element von r beziiglich der Operation +. Es gilt:

Wenn zusatzlich die Operation - kommutativ ist, so redet man von einem
kommutativen Ring.

Beispiele: Z,7Z/nZ,Q, R, Q[z], R[x] sind kommutative Ringe. Die Menge
Z[z] aller Polynome, deren Koeffizienten ganzzahlig sind, ist mit den Oper-
ationen + und - ebenfalls ein Ring.

Wir betrachten jetzt Polynome in mehreren Variablen. Es sei n > 0
eine nattirliche Zahl. Wir bezeichen mit Z%, die Menge allen Folgen ganzer
Zahlen (ti,...,t,), wobei t; > 0. -

Eine Funktion F' : K" — K heifit Polynomfunktion, wenn es in der
folgenden Form berechnen kann: Es gibt Elemente a;,,. ,, € K, fir alle
(t1,...,tn) € Z%, so dass a,,. 1,y = 0 bis auf endlich viele der (¢4,...,t,).
Aus diesen Elementen erhilt man die Funktion F wie folgt:

F(xy,29,...,2,) = Z TR i el (38)

(tl,...,tn)EZgo
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Satz 25 (Identitdatssatz fiir Polynome). Zwei Polynomfunktionen seien durch
die folgenden Rechenregeln gegben:

_ i1 ,.t2 t
F(xb T, ... ,Zl'n) - Z(tl ..... tn)€EZY,, Aty t, Ty Ty v ee e m T (39)
— - t1,.t2 t
Gla1, @2, Tn) =D, tyezy Dttt D1 TY
Angenommen es gibt eine unendliche Menge A C K, so dass fir alle (xy,...,x,) €

An
F(zy,...,x,) = G(xy,...,2,).

Dann gilt ay, .1, = by, fiir alle (ty, ... t,) € Z%.

Beweis: Wenn man die beiden Gleichnungen (39) voneinander subtrahiert,
so sieht man, dass es gentigt, die folgende Aussage zu beweisen:

Es sei F(xy,29,...,2,) = 0 fur alle (z1,29,...,2,) € A". Dann gilt
,,,,, ¢, = 0 fiir alle (t1,...,t,) € Z2,.

Um das zu beweisen betrachten wir folgende Polynome in n— 1 Variablen.
Wir fixieren eine ganze Zahl j > 0 und setzen:

— t2 t
Fj(x%"'axn)_ E : Ajt,.tn T e Ty

(t2 77777 tn ) GZ;E !

(ltl

,,,,,

F(xy,29,...,2,) = (40)
T (T, ) F 2T E (T, .. Tn) o+ Fo(@, . ).
Wir fixieren eine beliebigen Vektor (za, ..., 2,) € D"! und fassen die rechte
Seite von (40) als Polynom in der Variablen x; auf. Aus dem Korollar 15
erhalten wir, dass Fj(xa,...,z,) = 0 fir alle (z9,...2,) € D" . Durch
Induktion iiber n erhalten wir a;, ¢+, = 0. Q.E.D.

Wir sehen das die ”Koeffizienten” a, .. ,) € K in (38) durch die Funktion
F eindeutig bestimmt sind. Es sei F' # 0 Man kann also F' in der Form (40)
schreiben, wobei die F; Polynomfunktionen in den Variablen z,, ..., z, sind
und F},, # 0. Man sieht aus Korollar 16, dass diese Darstellung eindeutig ist.
Man nennt m den Grad der Polynomfunktion F' beziiglich der Variablen x;.

Korollar 26 FEs seien F' und G Polynomfunktionen in n Variablen, so dass
F-G=0. Dann gilt F =0 oder G = 0.
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Das folgert man aus Korollar 16.

Grundaufgaben der Kombinatorik

Es sei [1,n] = {1,...,n}. Es sei M eine Menge, die aus n Elementen
besteht. Wir schreiben M = n.
Dann gilt
g(Abb([L,r], M)) = =,
t(Injektionen ([1,7],M)) = n-(n—1)-...-(n+1—7),

Wenn n = r ist, so sind die Injektionen in der zweiten Zeile Bijektionen. Wir
nennen eine solchen Bijektion eine Anordnung von M.

f(Anordungen M) =n-(n—1)-...-2-1=nl

Aufgabe 1: Es seien nq,...,n, € N. Wir suchen die Anzahl aller Abbil-
dungen f: M — [1,7], so dass

ifH({i}) = e (41)

Damit es tiberhaupt solche Abbildungen f gibt muss ny +ns + ... +n, =
n = M gelten. In diesem Fall ist die Anzahl dieser Abbildungen

n!

. 42
nyl-ng! .. on,l (42)

Es sei A; = f~'({i}) € M. Dann erhilt man eine Klasseneinteilung von

M
A1UA2UUATZM

Aber die Menge A = {A;,..., A} ist angeordnet! Eine Funktion f, die
(41) erfiillt, ist offenbar dasgleiche wie eine angeordnete Klasseneinteilung

Zum Beweis von (42) legen wir die Elemente von M in einer beliebi-
gen Anordnung vor uns hin. Wir haben n! Moglichkeiten. Dann tuen wir
die ersten n; Elemente in die Klasse A; und die néichsten n, Elemente in
die Klasse Ay u.s.w.. Auf diese Weise erhalten wir alle eine angeordnete
Klasseneinteilung mit §4; = n;. Wir konnen aber noch die Elemente inner-
halb jeder Klasse A; auf beliebige Weise umordnen, ohne dass sich an dem
Ergebnis etwas andert. Fiir diese Umordnungen gibt es nq! - ny! - ... - n,!
Moglichkeiten.
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Variante: Man kann auch fordern, dass einige Fasern leer sind, d.h.
#f~1({i}) = n; = 0 fiir gewisse 7. Dann bleibt die Formel (42) richtig, wenn
man 0! = 1 verabredet.

Aufgabe 2: (Kombinationen) Wieviele verschiedene Teilemenge aus k
Elementen kann man aus der Menge M auswéhlen? Antwort:

n!

k' (n— k)

Beweis: Es sei A; C M eine Teilmenge, so dass §4; = k. Daraus erhélt man
die Klasseneinteilung A; U (M \ A;) = M. Folglich ist das ein Spezialfall der
letzten Aufgabe. Man benutzt die folgende Abkiirzung

(Z) . #Lw (43)

Satz 27 (polynomische Lehrsatz)

Es sei R ein kommutativer Ring. Dann gilt fir beliebige Elemente x4, ..., x, €
R
n n‘ ni na n
(x14+z2+.. . +2,)" = Z m!.nz!_“..nr!xl cxg?e e, (44)
ni+nz2+..4+nr=n
Hier erstreckt sich die Summe tber alle Folgen ganzer Zahlen ny,ns, ..., n,,

so dass n; > 0 und so dass ny +ns + ... +n, =n.

Beweis: Wenn man mit Hilfe des Distributivgesetzes ausmultipliziert, so
erhalt man:

(a:1+.r2+...+azr)":Zw1-...-wn.

Hier erstreckt sich die Summe tiber alle Worte w = wyws . .. w, in den Sym-
bolen x1,...,z,. Das sind r” Summanden. Wir ordnen einem Wort w die
folgenden Teilmengen von [1,n] zu:

A={jell,n]|w =1}, i=1,...r

Dann gilt [1,n] = A; U Ay U...UA,. Diese Vereinigung ist disjunkt. Das ist
wie eine geordnete Klasseneinteilung, nur dass die Mengen A; auch leer sein
kénnen. Es sei $A; = n;. Dann gilt

Wy Wy, =xt T
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Wir erhalten die Formel (44) aus der Variante zu Aufgabe 1. Q.E.D.
Wir erinnern, dass = (modn) die Aquivalenzrelation zur Klassenein-
teilung (16) bezeichnet. Sie heift Kongruenz modulo n.

Korollar 28 FEs sei p eine Primzahl. Es sei a € Z. Dann gilt
a’ = a (mod p)

Beweis: O.B.d.A a € N, da man a durch eine kongruente Zahl ersetzen
kann. Wir schreiben a =141+ ...+ 1. Aus dem polynomischen Lehrsatz
erhalt man

(14+14...1)P=1"4+1"+... 41" = a (mod p),
da die iibrigen Koeffizienten p!/(ny! - ... ng,!) in (44) durch p teilbar sind.

Q.E.D.

Aufgabe 3: Esseien n,r € N. Es sein > r. Wieviele Folgen (n4,...,n,)
natirlicher Zahlen existieren, so dass

ny+...+n,=n (45>

<Z: i) (46)

In der Tat, man betrachtet die Folge von natiirlichen Zahlen ny,ny +ns, ny +
No+nz,...,n1+ngs+...+n,_1. Das ist eine Teilmenge aus r — 1 Elementen
von [1,n—1]. Umgekehrt erhélt man aus jeder Teilmenge von r—1 Elementen
auf diese Weise eine Losung. Also ist die Anwort eine Folgerung aus Aufgabe
2.

Variante: Wir suchen die Anzahl der Folgen ganzer Zahlen (n4,...,n,),
so dass n; > 0 und (45) erfiillt ist. Antwort:

n+r—1
r—1 )

In der Tat, wir betrachten die Gleichung

gilt? Antwort:

(m+1)+ne+1)+...(n,+1) =n+r

Wir setzen m; = n; + 1. Das sind nattirliche Zahlen. Wir erhalten eine
Aufgabe vom Typ 3.
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Aufgabe 4: (Kombinationen mit Wiederholungen) Es sei M eine Menge
aus n Elementen wie bisher. Wir betrachten Teilmengen 7' C M, die mit
einer Funktion f : T'— N versehen sind. Wir nennen D := (T, f) eine Teil-
menge mit Wiederholungen. Das Element ¢ € T wird f(¢)-mal wiederholt.

Wir setzen
iD= f(t).

teT

Wieviele Teilmengen mit Wiederholungen D der Menge M gibt es, so
dass
tD = k.

kE+n—1
. 47
(fem (47
In der Tat: Man kann D auch einfach durch eine Funktion f : M — Z>,

beschreiben. Die Teilmenge T" sind diejenigen Elemente t € T', so dass f(t) #
0. Dann muss man Losungen f(m) der folgenden Gleichung finden

> fm) =k

meM

gilt? Antwort:

Das ist die Variante von Aufgabe 3.

Ubung:
k+n—-1\ [(k+n-—1
n—1 N k '

Dieser Ausdruck passt besser zu (43).
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