LA-Klausur am 25.7.2013, Aufgabe 5

5) Man betrachte das folgende lineare Gleichungssystem mit Koeffizienten
in R:
[E1+1’2+41’3+5£L‘4+65E5+7CB6 =0
$1+$2+5$3+6I’4+7$5+8£E6:O
$1+$2+6l’3+71’4+8$5+9$6:0

Die Menge L aller Losungen z dieser Gleichungen ist ein Untervektorraum
von RS,
Man berechne eine Basis des Vektorraums L.

Losung: Man schreibt die Matrix der Koeffizienten auf:
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Man bringt die Matrix mit Zeilenoperationen auf Stufenform (neues Skript
S.14):
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Das Gleichungssystem mit dieser Koeffizientenmatrix hat den gleichen Losungsraum
L C RS. Die Spalten 1 und 3 sind die Pivotspalten. Deshalb bildet die Pro-
jektion
7 : RS — R*
(ZL’l, Xo, T3, Ty, Ts, IG) — (I‘Q, Ty, Ts, I6)

den Unterraum L C RS isomorph auf R* ab. Man wihlt eine Basis e1, e, €3, €4
von R* (z.B. die Standardbasis). Dann findet man Vektoren vy, vo, v3,v4 € L,
so dass m(v;) = e;.

Die gesuchte Basis von L ist vy, v9, v3, v4. Man berechnet diese 4 Basisvek-
toren wie folgt:

Es sei e; = (1,0,0,0), dh. zy = 1,24 = 0,25 = 0,26 = 0. Es sei
(21, T2, 3,24, T5,26) € L und w((xy1, z9, 3, T4, T5,26)) = e1. Wegen der
zweiten Zeile von (1) gilt:

933+[B4+1’5—|—$6:O.



Da x4 = x5 = 26 = 0 folgt x5 = 0. Dann betrachtet man die Gleichung
l‘1+l‘2+4$3+5$4+61’5+71‘6 =0.

Wir wissen schon: xy = 1,23 = x4 = x5 = 16 = 0. Also ist 1 = —1. Damit
ist v; = (—1,1,0,0,0,0) € L der Vektor mit 7(v;) = e;.

Es sei e = (0,1,0,0), dh. 23 = 0,24y = 1,25 = 0,26 = 0. Es sei
(1, T, T3, %4, T5,26) € L und 7((x1,z9, 3,74, %5,76)) = e2. Wegen der
zweiten Zeile von (1) gilt:

rz3+14+04+0=0
und damit z3 = —1. Aus der ersten Zeile von (1)
21+ 0+4(—1)+5-14040=0,

d.h. z; = —1. Also ist der zweite Basisvektor v, = (—1,0,—1,1,0,0) € L.
Genauso berechnet man die Vektoren vs und vy.



