LA Probeklausur am 9.7.13

1) Man berechne die Determinante der folgenden Matrix:

8 7T 7T T 7
T8 T T T T
T8 T T T T
A= 77 7T 8 7T 77
T T T8 7T 7
T T 7T T 87
T T T T T8

2) Es sei V ein endlich erzeugter Vektorraum mit einer nichtausgarteten
Bilinearform B : V xV — K. Es sei W C V ein Unterraum, so dass
B(wy,ws) = 0 fiir alle wy,wy € W.

Man beweise, dass 2dim W < dim V.

3) Es sei (V, <, >) ein drei dimensionaler orientierter euklidischer Vektor-
raum. Es sei d ein Vektor der Lange 1. Es sei ¢ die Drehung um d (d.h.
¢(d) = d) um dem Winkel o im positiven Drehsinn.

Man zeige, dass fiir alle v € V:

o(v) = cosav+ < d,v > (1 —cosa)d+sina(d x v). (1)

Hinweis: Das orthogonale Komplement W von Rd ist ein orientierter
2-dimensionaler Euklidischer Vektorraum. Man schreibe die Matrix einer
Drehung von W um den Winkel « in einer orthonormalen Basis.

4) Man finde die Sylvestersche Normalform der folgenden symmetrischen
Matrix:

3 2 2 3
211 2
210 2
32 20

5) Es sei f: V — V ein Endomorphismus eines endlich erzeugten Vek-
torraums. Es sei v € V und v # 0. Es sei d > 1 die grofite natiirliche Zahl,
so dass die Vektoren

v, f(v), ..., f7 (V)



linear unabhangig sind. Dann gibt es eine Relation:
agv + a1 f(V) + ...+ ag fT W) + fUv) =0, q € K.
Man beweise, dass jede Nullstelle des Polynoms
T+ ag 1T '+ ...+ a;T + ag
ein Eigenwert von f ist.

6) Man betrachte das folgenden lineare Gleichungssystem mit Koeffizien-
ten aus R:

ZE1+2ZE2+3ZE3+4$4+5I5+61’6:O
I1+2$2+3ZL‘3+5ZL‘4+65L‘5+7£L’6:O
211 + 4x9 + 623 + 924 + 115 + 1326 =0

Die Menge L aller Losungen z dieser Gleichungen ist ein Untervektorraum
von RS,

Man berechne eine Basis von L. Man finde einen Komplementarraum,
der eine Basis hat, die aus Standardvektoren besteht.

7) Wir betrachten auf dem Euklidischen Vektorraum R? die symmetrische
Bilinearform:

5 —1 -1
B(z,y)="z| -1 5 -1 |y, zyckR’.
-1 -1 5

Man finde eine orthonormale Basis des Euklidischen Vektorraums R?, in
der die Gramsche Matrix von B Diagonalform hat.



