Die Methode der stereographischen Projektion

Es sei A ein dreidimensionaler euklidischer Raum. Es sei S eine Sphéare
und O € S ein Punkt. Es sei O € S die Antipode von O. Es sei E' die
Tangentialebene an S im Punkt O’. Man definiert eine Abbildung

o: S\{0} — E.

: : (1)
P — P =0PNE
Man nennt o die stereographische Projektion. Das ist die Einschrankung der
Zentralprojektion A\ {O} — E’ auf S.

Proposition 0.1 FEs sei C' ein Kreis auf der Sphare S. Dann ist sein Bild
o(C) bei der stereographischen Projektion wieder ein Kreis.

Beweis: Es sei K die Sphire mit dem Mittelpunkt O und dem Radius OO'.
Dann ist P’ in (1) die Inversion von P an K. Es sei R eine Sphére, so dass
RN S = C. Die Inversion von R ist eine Sphiire R. Also ist o(C) = RN E'
ein Kreis. Q.FE.D.

Proposition 0.2 Es sei E C A eine Ebene. Es sei C ein Kreis auf E und
g eine Gerade in E, die auflerhalb von C verduft.

Dann gibt es eine zentrale Projektion m : E — E' mit der Verschwin-
dungsgerade g, so dass w(C') ein Kreis ist.

Beweis: Man nimmt eine Sphare S, so dass SN FE = C. Es sei T die
Tangentialebene durch g an S. Es sei O € S der Brithrungpunkt von 7" und
es sei O’ die Antipode. Es sei E’ die Tangentialebene an S im Punkt O’. Die
Zentralprojektion 7 : £ — E’ mit dem Augpunkt O tut das Gewiinschte.
Q.E.D. Wir sagen, dass g auf die unendlich ferne Gerade abgebildet wird.

Proposition 0.3 FEs sei E C A eine Ebene. Es sei C ein Kreis auf E. Es
sei P ein Punkt im Innern von C'.

Dann gibt es eine zentrale Projektion m : E — E', so dass w(C) ein Kreis
mit dem Mittelpunkt (P) ist.

Beweis: Man lege zwei Sehnen A; B; und A3 B, durch P. Essei X = A1 AN
B1Bs und Y = A By N A3 B;. Dann verlauft die Gerade ¢ = XY auflerhalb
des Kreises C. Dann findet man zu C' und ¢ die Projektion 7 : F — E’ von
Proposition 0.2. Die tut das Gewiinschte. Q.FE.D.



