Implizite Funktionen

Es sei € € R™. Es sei m > n. Gegeben sei eine differenzierbare Funktion
¢: (R™,§) = R™. (1)
Wir schreiben fir = (zy,...,2,) € R™ und € = (&,...,&n):
¢(r) = (¢1(2), ..., dn(r)) € R".
Es sei n = ¢(§) € R". Wir sagen, dass die Gleichungen
oi(x)=m;, 1=1,...,n

nach den Variablen 1, ..., z, aufgelost werden konnen, wenn eine Umgebung
U C R™ von £ existiert, so dass die Projektion (z1, ..., %) = (Tpi1, -, Tm)
eine Bijektion induziert:

Un{z e R" | ¢(x) =n} -V CR™™, (2)

wobei V' eine Umgebung von (&,11,...,&,) ist. Die Umkehrfunktion 1 zu
(2) hat die Form:

V(Tpits -y Tm) = (V1 (Tng1y o Tm)y ooy On(Tnsty - oo Tn)y Tt ds -« o5 T

Proposition 0.1 Gegeben sei eine Funktion (1). Wir nehmen an, dass
die partiellen Ableitungen (0¢/0x;) in einer Umgebung von & existieren und
stetig sind. Es sei

det N 20
Lu(e), ... (¢

Dann kann das Gleichungssystem

¢(x) =1
nach den Variablen (1, ..., x,) aufgelost werden. Es gibt also eine Bijektion
(2). Die Funktionen ¥1(Tpi1,-- yTm),- s Un(Tni1, ..., Tm) haben in allen

Punkte von V stetige partielle Ableitungen.



Beweis: Man kann das auf den Satz tiiber die Umkehrfunktion zurickfithren:
Dazu betrachtet man die Abbildung

¢: (R™ &) = R™,

so dass

o(x) = (d1(x), .., (), Tpg, - ooy Tn)-
Die Determinante der Jacobischen Matrix von (;3 im Punkt £ ist ungleich
0. Also findet man eine Umgebung U C R™ von £ und eine Umgebung
U Cc R™ von My My &naty - -5 Em), SO dass é : U — U bijektiv ist und
die Umkehrabbildung differenzierbar. Wenn man U verkleinert, kann man
annehemen, dass U = W x V, so W C R" eine Umgebung von 7 ist und
V C R™ " eine Umgebung von (£u41, . . ., &n). Das Urbild von < V bei ¢ ist
dann U N {z € R™ | ¢(x) = n}. Damit erhilt man die gewiinschte Bijektion
(2). Die Funktionen v;(x,41,...,2y,) erhdlt man durch die Einschrénkung
der Umkehrfunktion ¢ auf nx V. Daher sind diese Funktionen differenzierbar.



