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1. Spieglung von Winkeln

Es sei s, : I — I die Spieglung an einer Geraden g. Es seien u,v
zwei Strahlen. Dann gilt:

AUsg(w), 59(v)) = —<(u,v).






2. Winkel bei Isometrien

Allgemein gilt fiir eine Isometrie f : £ — F

<(u,v)  wenn f nichtspiegelnd

(S (u), f(v) = {

—<t(u,v) wenn f spiegelnd

In der Tat, eine spiegelnde Bewegung ist ein Kompositum einer
Bewegung und einer Spieglung an einer Geraden.



2. Winkel bei Isometrien

Allgemein gilt fiir eine Isometrie f : £ — F

<(f(w), f()) = {4(“”’) wenn f nichtspiegelnd

—<t(u,v) wenn f spiegelnd

In der Tat, eine spiegelnde Bewegung ist ein Kompositum einer
Bewegung und einer Spieglung an einer Geraden.

Fir geometrische Winkel gilt

Z(f(u), f(v)) = £(u,v).



3.Winkel zwischen zwei Geraden

Wir haben den Drehwinkel und den geometrischen Winkel
zwischen zwei Strahlen in einer Ebene E definiert, aber wir kdnnen
nicht vom Winkel zwischen zwei Geraden g und h reden.
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nicht vom Winkel zwischen zwei Geraden g und h reden.

Wir wahlen auf g einen beliebiegen Strahl « und auf h einen
beliebigen Strahl v.

Behauptung: Der Drehwinkel 2<((u, v) ist unabhangig von der
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3.Winkel zwischen zwei Geraden

Wir haben den Drehwinkel und den geometrischen Winkel
zwischen zwei Strahlen in einer Ebene E definiert, aber wir kdnnen
nicht vom Winkel zwischen zwei Geraden g und h reden.

Wir wahlen auf g einen beliebiegen Strahl « und auf h einen
beliebigen Strahl v.

Behauptung: Der Drehwinkel 2<((u, v) ist unabhangig von der
Wahl von u und v.

Man definiert
2<(g, h) = 2<(u,v).



W"ahle einen Strahl
u auf g und v auf h.

Es sei

a = <(u,v)

W'"ahle statt v
den Strahl v' auf h: a-a' =180 =
\
| 2a-2a'=0 =
o = <(u,v’) « |
/) 20 =20



4. Zwei Spieglungen

Es seien ¢, : E — E zwei spiegelnde Isometrien. Dann ist 1) o ¢
nichtspiegelnd und folglich eine Bewegung.
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Die Bewegung sy, o s, hat den Fixpunkt S und ist folglich eine
Drehung um S.



4. Zwei Spieglungen

Es seien ¢, : E — E zwei spiegelnde Isometrien. Dann ist 1) o ¢
nichtspiegelnd und folglich eine Bewegung.

Wir betrachten zwei Geraden g und h, die sich in einem Punkt S
schneiden. Es sei s, die Spieglung an g und s;, die Spieglung an h.
Die Bewegung sy, o s, hat den Fixpunkt S und ist folglich eine
Drehung um S.

B(sn 0 5,) = 2(g, h).



Sh ° Sg ist
die Drehung

um 2a



Beweis von 4.

Wir wissen, dass sy, o s4 eine Drehung um den Punkt S ist. Wir
miussen den Drehwinkel berechnen. Wir wahlen einen Punkt

Peg, P#S. Essei uder Strahl von S in Richung P. Der
Drehwinkel ist nach Definition



Beweis von 4.

Wir wissen, dass sy, o s4 eine Drehung um den Punkt S ist. Wir
mussen den Drehwinkel berechnen. Wir wahlen einen Punkt
Peg, P#S. Essei uder Strahl von S in Richung P. Der
Drehwinkel ist nach Definition

6 := <(u, sp 0 sq(u))

Es gilt (sp, 0 54)(P) = sp(P). Daher ist s, 0 s4(u) der Strahl von S
in Richtung s, (P).



Sh ° Sg ist
die Drehung

um 2a

spP)



Beweis von 4.

Also gilt: 0 := <(PSsp(P)).
Es sei Q € h.

0 = <(PSsy(P)) = <(PSQ) + <(QSsp(P)).



Beweis von 4.

Also gilt: 0 := <(PSsp(P)).
Es sei Q € h.

0 = <(PSsy(P)) = <(PSQ) + <(QSsp(P)).

Da sp, Drehwinkel auf ihr Negatives abbildet, gilt

UQSP) = —<1(QSsn(P)),

0 = <(PSQ) — <(QSP) =2<(PSQ) = 2<(g, h).



Sp © sg ist
die Drehung
um 2a -

Wenn man mit der
Billiardkugel P den
gedrehten Punkt
R anspielt, so
I"auft die Kugel
auf dem

roten Weg.



5. Spieglungen an 3 Geraden

Wir betrachten 3 Geraden g1, g2 und g3 in der Ebene E, die durch
einen Punkt S gehen. Dann gilt

Sg3 0 Sgy O 8gy O 8gy O 8g, 08g; = idp .



Wir spiegeln den Punkt P der Reihe nach an

91: 9. 93, 97. 95, 93. Im Ergebnis kehren
wir zu dem Punkt P zurueck.



6. Beweis zu Spieglungen an 3 Geraden

Das Kompositum der Spieglungen kann man als Kompositum von
drei Drehungen ansehen:

(Sgs ° 392) o (591 © 393) ° (592 ° 591)-



6. Beweis zu Spieglungen an 3 Geraden

Das Kompositum der Spieglungen kann man als Kompositum von
drei Drehungen ansehen:

(Sgs ° 392) o (591 © 393) ° (592 ° 591)-

Diese Drehungen haben von links nach rechts die folgenden
Drehwinkel

2<(g2,93), 2<1(93,91), 2<(g1,92)-

Man sieht leicht (Ubung), dass die Summe dieser Drehwinkel 360°
ist.



7.Die Gleitspieglung

Es sei m eine Gerade. Eine Translation T" nennt man parallel zu m,
wenn m eine invariante Gerade von T ist. Dann kann man
schreiben:

—
T=AB, woA,Bem.



7.Die Gleitspieglung

Es sei m eine Gerade. Eine Translation 7" nennt man parallel zu m,
wenn m eine invariante Gerade von T ist. Dann kann man
schreiben:

—
T=AB, woA,Bem.

Definition

Es sei m eine Gerade und es sei I' parallel zu m. Dann gilt:
SmoT =T os,y,.

Wenn T # 0 heiBt dieses Kompositum eine Geleitspieglung.




Gleitspieglung (Te s ) )(P) =
Sm(P) (S © TI(P)




8.Der 2.Hauptsatz uber Isometrien

Theorem

Es sei f : E — E eine Isometrie. Dann gibt es fiir f nur vier
Moglichkeiten

(1) f ist eine Translation.

2 ist eine Drehung.

(2) f
(3) f ist die Spieglung an einer Geraden.
(4) 1

ist eine Gleitspieglung beziiglich einer Geraden m.




9. Beweis:

Eine nichtspiegelnde Isometrie ist nach Definition eine Bewegung.
Es sei f: E — FE eine spiegelnde Isometrie. Wir miissen zeigen,
dass f eine Spieglung oder eine Gleitspieglung ist. Wir wahlen eine
rechtsbeseitete Strecke (AB,S). Es sei (A’B’,S’) ihr Bild bei f.
Die letzte Strecke ist dann linkssbeseitet.




Eine nichtspiegelnde Isometrie ist nach Definition eine Bewegung.
Es sei f: E — FE eine spiegelnde Isometrie. Wir miissen zeigen,
dass f eine Spieglung oder eine Gleitspieglung ist. Wir wahlen eine
rechtsbeseitete Strecke (AB,S). Es sei (A’B’,S’) ihr Bild bei f.
Die letzte Strecke ist dann linkssbeseitet.

H
Essei U =AA" Essei U(A)=A" = A" U(B)=B" und
U(S) =S8". Dann ist (A”B",S") eine rechtsbeseitete Strecke.



S




Es sei g die Mittelsenkrechte zu B’ und B”. Es sei h die Parallele
zu g durch den Punkt A und es sei A; der FuBpunkt des Lots von
A’ auf h. Dann verlduft m in der Mitte zwischen g und h.



Es sei g die Mittelsenkrechte zu B’ und B”. Es sei h die Parallele
zu g durch den Punkt A und es sei A; der FuBpunkt des Lots von
A’ auf h. Dann verlduft m in der Mitte zwischen g und h.

Wir behaupten, dass s,,(A;B1) = A’B’. Dann wiirde gelten:

SmoT(AB) = spn(A1B1) = A'B’



a ist ein geometrischer Winkel.




Da die Tranlationen U und T' und s, geometrische Winkel
erhalten, haben alle eingezeichneten Winkel die GroBe «. Nach
Konsruktion gilt s,,(A1) = A’. Also bildet s,, den Winkel
Z(B1A1Ch) auf den Winkel Z(B'A'C") ab.



12.Der Satz von Hjemslev

Es sei g eine Gerade in der Ebene E. Wir versehen g mit einem
MaBstab (= Koordinate) z. Wir bewegen die Gerade g und
erhalten eine Gerade h, die dann auch mit einem MaBstab versehen
ist.

Es sei P € g ein Punkt mit der Koordinate z und P’ € h der
Punkt mit der gleichen Koordinate. Es sei Mp der Mittelpunkt der
Strecke PP,

Dann liegen alle Punkte Mp fiir P € g auf einer Geraden.



Der Satz von Hjemslev




