1 Wiederholung LA

1.1 Vektorraume

Definition der Vektorrdume iiber einem Korper K (siche Fischer).

Beispiele fiir Vektorraume sind:

Der Vektorraum der Parallelverschiebungen des Anschauungsraumes.

M(m x n, K) der Vektorraum der Matrizen mit m Zeilen und n Spal-
ten mit Eintragen aus K. Als eine Art “Modellraum” wird der Raum der
Spaltenvektoren benutzt:

K"=M(nx1,K)

Es sei n € N eine natiirliche Zahl. Es sei vy, ..., v, eine endliche Folge von
Vektoren in einem Vektorraum V. Eine Linearkombination dieser Vektoren
ist ein Vektor der Form:

)\1?]1 + ...+ )\nvn,

wobei \; € K.

Die Menge aller Linearkombinationen der Vektoren vy, ..., v, ist ein Un-
terraum des Vektorraums V. Er heifit die lineare Hille der Vektoren vy, ..., v,
und wird mit L(vy,...,v,) bezeichnet. Wir sagen auch L(vy,...,v,) ist der
Raum, welcher von der Vektoren vy, ..., v, aufgespannt wird.

Es sei W C V ein Unterraum, so dass vy,...,v, € W. Dann gilt
L(vy,...,v,) CW.

Wir sagen vy, ... ,v, ist ein Erzeugendensystem von V', wenn
L(vy,...,v,) =WV (1)

Wenn es eine endliche Folge von Vektoren mit der Eigenschaft (1) gibt, so
heifit der Vektorraum V' endlich erzeugt.

Eine Folge A1, ..., A\, von Elementen aus K heif}t eine Relation zwischen
den Vektoren vy, ..., v,, wenn
)\1711 + Ce + )\nvn = O (2)
Wenn alle \; = 0, so heifit die Relation trivial.
Wenn es zwischen den Vektoren vy, ..., v, eine nichttriviale Relation gibt,
so heiflen diese Vektoren linear abhangig Wenn es nur die triviale Relation
gibt, nennt man die Vektoren vy, ..., v, linear unabhdingig
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Wir wollen auch den Fall n = 0 zu lassen, wo die Folge der Vektoren leer
ist. Dann definieren wir die lineare Hiille als den Nullvektorraum:

L) =1{0}C V.

Wir legen fest, dass die leere Folge () linear unabhangig ist.

Eine beliebige Teilmenge T" eines Vektorraums V' heifit linear unabhangig,
wenn jede beliebige Folge vy, ..., v, paarweise verschiedener Elemente aus T’
linear unabhangig ist.

Es sei eine nichttriviale Relation (2) gegeben. Dann gibt es einen Index
i, so dass \; # 0. Daraus egibt sich

L1, ..y 04yy0,) = L(v1, ..., 0p). (3)
Hier bedeutet v;, dass man v; aus der Folge vy, ..., v, streichen soll.
Wenn umgekehrt Gleichung 3 fiir ein ¢, 1 < ¢ < n erfiillt ist, so sind die
Vektoren vy, ..., v, linear abhangig sind.
Wenn die Vektoren vy, ..., v,_; linear unabhangig sind und wenn
Up & L(v1,...,0,-1),
so sind auch die Vektoren vy, ..., v,_1,v, linear unabhangig.

Definition 1 Es sei V' ein Vektorraum. Wir nennen eine Folge von Vek-
toren vy, ...,v, eine Basis von V, wenn die Vektoren linear unabhdangig sind
und wenn L(vi,...,v,) = V.

Wenn V' = {0} ist, so sagen wir, dass die Folge () eine Basis von V ist.

Beispiel: Der Vektorraum der Spaltenvektoren K™ hat die Standardbasis
e1,...,en,. Hier ist e; der Vektor

O =

0
Die 1 steht in der i-ten Zeile. In den anderen Zeilen steht eine Null. Wir
nennen e; den i-ten Standardvektor



Es sei vy,...,v, eine Basis von V. Dann lasst sich jeder Vektor v € V als
Linearkombination schreiben:

V=AU + XU+ ...+ AU, WO\ € K. (4)
Die A; sind durch v eindeutig bestimmt. Sie heiflen die Koordinaten des
Vektors v beziiglich der Basis vy, ..., v,.
Satz 2 FEs sei V' ein Vektorraum. FEs sei vy,...,v, eine Folge von Vek-
toren von V', so dass L(v1,...,v,) = V. Dann kann man aus den Vektoren
V1, ...,U, eine Basis von V auswahlen.
Beweis: In der Tat, wenn vq,...,v, linear abhéngig sind, so findet man

einen Index i, so dass (3) gilt. Q.E.D.

Bemerkung: Man kann auch von einer Basis von V' sprechen, wenn V/
nicht endlich erzeugt ist. Das ist eine Teilmenge B C V, die linear un-
abhéangig ist und deren lineare Hiille V' ist. Letzeres bedeutet, dass jedes
Element v € V eine Linearkombination von Elementen aus B ist. Es sei
E C V ecine Teilmenge. Die lineare Hiille £(F) ist die Menge aller Vek-
toren von V| die sich als Linearkombinationen von Vektoren aus E schreiben
lassen. L£(F) ist ein Untervektorraum von V. Wir zitieren hier die folgende
Verallgemeinerung des letzten Satzes:

Korollar 3 FEs sei V ein Vektorraum. FEs sei EE C V' eine Teilmenge, so
dass L(E) =V.

Dann gibt es eine Teilmenge B C E, die eine Basis von V ist. Insbeson-
dere hat jeder Vektorraum eine Basis.

Man kann das leicht auf den letzten Satz zuriickfiihren, wenn es eine abzahlbare
Teilmenge von V' gibt, die V' erzeugt.

Satz 4 (Der Austauschsatz) Es sei vy, ..., vq eine Basis eines Vektorraumes
V. FEs seien xq, ..., x, linear unabhdngige Vektoren.

Dann ist r < d. Man kann aus der Menge {vy,...,v4} d —r Vektoren
Vi 1y -5 Viy 80 auswdhlen, dass

l’l,...,xr,Uir+1,...,Uid

eine Basis von V 1st.



Zum Beweis formulieren wir:

Lemma 5 Es seivy,...,vq eine Basis eines Vektorraumes V. Es sei s € 7,
so dass 0 < s < d. Fsseix €V ein Vektor, so dass die Vektoren x,vq, ..., vy
linear unabhangig sind.

Dann gibt es ein i € N, d > i > s mit folgender Eigenschaft: Wenn man
in der Folge vy,...,vq den Vektor v; durch den Vektor x ersetzt, so erhalt
man wieder eine Basis von V :

Uiy 3 VUsye ooy Vi1, L, Vg1, -+ -, Ud (5>
Beweis: Wir driicken x als Linearkombination von vy, ..., v, aus:
T = \Up + ...+ A\vg. (6)

Es gibt einen Index ¢ > s, so dass A\; # 0. In der Tat, sonst waren die
Vektoren x,vq, ..., v, linear abhangig.

Nach (6) ist v; eine Linearkombination der Vektoren (5). Daraus folgt,
dass die Vektoren (5) den Vektorraum V' erzeugen.

Da die Darstellung (6) eindeutig ist und \; # 0 folgt, dass

¢ L(v1,. ., Vi1, Vig1, -+ -, Va)-

Also sind die Vektoren (5) linear unabhéngig. Q.E.D.

Beweis von Satz 4:
Induktion nach r. Der Fall r = 1 ist nach Lemma 5 (Fall s = 0) klar.
Induktionsschritt: Man wende das Lemma auf die Basis

T1yevey Tp—1,Vipy - -+, Uiy

an. Q.E.D.
Korollar 6 (Basiserginzungssatz) Es sei V' ein endlich erzeugter Vektor-
raum. FEs seien xq,...,x, € V linear unabhangige Vektoren. Dann kann
man Vektoren x,,1,...,xq4 € V finden, so dass x1,...,xq eine Basis von V
15t.

Beweis: In der Tat, wir konnen die Vektoren x,,1, ..., x4 aus einer beliebig
vorgegebenen Basis von V' auswahlen. Q.E.D.

Aus dem Austauschsatz sieht man, dass zwei Basen eines endlich erzeugten
Vektorraums stets gleichviele Elemente enthalten:
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Definition 7 Es sei V' ein endlich erzeugter Vektorraum. Die Anzahl der
FElemente in einer Basis von V nennt man die Dimension von V.

Korollar 8 FEs sei V' ein endlich erzeugter Vektorraum der Dimension d.
Dann sind d linear unabangige Vektoren von V' stets eine Basis von V.
FEine beliebige Folge von d + 1 Vektoren in V ist stets linear abhdngig.

Es sei W C V ein Unterraum. Wir nennen W’ C V einen Komple-
mentarraum von W, wenn

W+W =V und WnW ={0}.

Satz 9 Es sei V' ein endlich erzeugter Vektorraum. FEs seit W C V' ein
Unterraum. Dann ist W endlich erzeugt.

Wenn dimW =dimV, so gilt W =V

Zu jedem Unterraum W C V' gibt es einen Komplementarraum.

Wenn W und W' komplementdre Unterdaume in V sind, so gilt

dimW +dim W' = dimV

Bemerkung: Mit Hilfe des Auswahlaxioms der Mengenlehre kann man be-
weisen, dass ein Komplementarraum eines Unterraumes auch dann existiert,
wenn V nicht endlich erzeugt ist. Wir nehmen diese Tatsache hier zur Ken-
ntnis.

Beispiel: Vektorraume von Funktionen. Es sei V' eine K-Vektorraum
und es sei I eine Menge. Die Menge aller Abbildungen (=Funktionen)

FiIV (7)

bezeichnen wir mit V' oder auch mit Abb(I, V).
Man definiert die Summe von zwei Funktionen f,g € V':

(f+9)() = fG)+g(i), iel.

Dadurch wird V! eine abelsche Gruppe.
Die Multiplikation einer Funktion f mit einem A € K ist folgendermafien
definiert:

(AN(@) = A(f(2)-
Dadurch wird V! = Abb(I,V) ein Vektorraum.
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Man definiert V) c V! als die Teilmenge aller Funtionen f : I — V/, fiir
die eine endliche Teilmenge S C I existiert, so dass

fli)=0, i¢s.

(S kann von f abhingen.) Dann ist V) ein Untervektorraum von V7.

Es sei K =R, V =R als R-Vektorraum und es sei I = (a,b) ein Intervall
(offen oder abgeschlossen) in R. Dann ist die Menge R! aller reellwertigen
Funktionen auf (a,b) ein Vektorraum. In der Analysis zeigt man, dass die
stetigen bzw. differenzierbaren Funktionen einen Unterraum bilden.

1.2 Lineare Abbildungen

Man definiert lineare Abbildungen (= Homomorphismen Vektorrdumen) f :
V' — W eines Vektorraums V in einen Vektorraum W. Wenn V = W, so
nennt man f : V — V auch einen Endomorphismus

Die Menge aller linearen Abbildungen von V' nach W bilden einen Un-
tervektorraum Homg (V, W) C Abb(V, W) (vgl. (7)). Wir schreiben auch
Endg (V) = Homg (V, V) fir den Vektorraum der Endomorphismen.

Der Kern von f ist ein Unterraum von V: Ker f = f~1(0)

Das Bild von f ist ein Unterraum von W: Im f = f(V)

Das Kompositum g o f linearer Abbildungen f und g:

f VoW g WU,

ist die lineare Abbildung go f:V — U, so dass (go f)(v) = g(f(v)) fiir alle
velV.

Eine lineare Abbildung f : V. — W heifit Isomorphismus , wenn eine
lineare Abbildung g : W — V existiert, so dass

gof=idy, fog=idw.

Bemerkung: Eigenschaften und Konstruktionen die in dem Vektorraum
V' gelten kann man mit Hilfe der Isomorphismus f in den Vektorraum W
tranportieren. Deshalb haben isomorphe Vektorrdume fiir die Theorie der
Vektorrdaume die gleichen Eigenschaften. Man tiberzeuge sich z.B., dass V'
genau dann endlich erzeugt ist, wenn W endlich erzeugt ist, und dass dim V' =
dim W.

Wir nennen einen Isomorphismus f : V' — V auch einen Automorphismus
von V.

Isomorphismus
Automorphismus



Eine lineare Abbildung f : V' — W ist genau dann injektiv, wenn Ker f = Faktorraum
0. Sie ist genau dann surjektiv, wenn Im f = W. Schliellich ist f genau dann
bijektiv, wenn f ein Isomorphismus ist.

Ein Diagramm von Abbildungen von Vektorraumen

v L w

hl ,{ (8)

T 2> U

heifit kommutativ, wenn ko f =goh

Es sei U C V ein Unterraum eines Vektorraumes V. Ein Faktorraum
von V modulo U ist eine surjektive lineare Abbildung von Vektordumen
a: V. — W, so dass Kera = U. Ein Faktorraum existiert stets. Fiir
Faktorraum wird synonym das Wort Quotientenraum verwendet.

Die Existenz eines Faktorraum (W, «) beweist man genau so wie fiir
abelsche Gruppen (Satz 123).

Man kann die Existenz eines Faktorraumes auch mit Hilfe des Komple-
mentarraumes zeigen: Man wahlt einen Komplementarraum U’ C V' zu dem
Unterraum U. Jedes Element v € V' hat eine eindeutige Darstellung

v=u+v, welU v el
Man definiert eine lineare Abbildung o/ : V' — U’ durch die Gleichung
o' (v) =o'
Dann ist o/ : V' — U’ eine Faktorraum von V modulo U.

Satz 10 Es sei a : V. — W ein Faktorraum modulo U. Es sei f -V — T
eine lineare Abbildung, so dass U C Ker f. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte lineare Abbildung g : W — T, so dass folgendes Diagramm kom-
mutativ 1st.

U—=V—">W



Da U C Ker f ist diese Definition unabhangig von der Wahl von v. Also ist
g : W — T ein wohldefinierte Abbildung von Mengen. Man zeigt leicht, dass
g linear ist. Q.E.D.

Esseienm:V — Wund n’ : V — W’ zwei Faktorrdume modulo U. Dann
gibt es nach dem letzten Satz einen eindeutig bestimmten Isomorphismus
g: W — W' so dass gonm = 7'. Deshalb ist es nicht wichtig, welchen
Faktorraum man wahlt. Wir bezeichen einen beliebig gewahlten Faktorraum
oft mit V- — V/U.

Satz 11 Dimensionsformel Es sei U ein Unterraum eines endlich erzeugten
Vektorraumes V. FEs sei a : V. — W ein Faktorraum modulo U, d.h.
a(V)=W und U = Kera. Dann gilt:

dimV =dimU + dim W.

Beweis: Aus Satz 9 folgt leicht, dass U und W wieder endlich erzeugt sind.
Man wahlt eine Basis uy,...,u, von U und eine Basis wy,...,w,, von W.
Weil « surjektiv ist, gibt es Elemente w0y, ..., w,, € V, so dass a(w;) = w; fiir
1 =1,...,m. Man verifiziert leicht, dass die folgenden Elemente eine Basis
von V' sind:
ULy e n oy Uy, Wy v v o Wip -

Aus der Formel (13) kann man bequem alle iibrigen Dimensionsformeln her-
leiten. Q.E.D.

Man kann die Dimensionsformel fiir eine beliebige lineare Abbildung f :
V' — W endlich erzeugter Vektorraume formulieren.

dimKer f + dimIm f = dim V. (9)

In der Tat, f: V — Im f ist eine Surjektion mit dem Kern Ker f. Deshalb
konnen wir den letzten Satz anwenden.

Es seien Vi und V5 zwei komplementare Unterraume eines Vektorraumes
V. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung

m: V=1V,

so dass 7(vy) = vy fur alle v; € V; und 7(vy) = 0 fiir alle vy € V5. Wir nennen
7 die Projektion auf V; lings V5. Es gilt 72 = 7. Geometrischer kann man
die Projektion auch so definieren:

m(v) =+ V) NN
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Anschaulich ist das der Durchschnitt der Parallele durch v zu V5, mit dem
Raum Vj. In der Geometrie ist das eine Parallelprojektion.

Es seien Vi,...,V, Vektorraume. Dann definiert man auf der Produkt-
menge
Vix...xV,.
die Struktur eines Vektorraums. Die Addition zweier Elemente (v, ..., v,)
und (wy, ..., w,), wobei v;, w; € V, ist wie folgt definiert
(U1, ..y 0n) + (W1, .. wy) = (V1 + Wy, v + W, ..., U, + Wy).

Die Multiplikation mit einem Skalar A € K ist nach Definition:

AMv1, V2, .y 0n) 1= (Avg, Avg, ... Avy)

Diesen Vektorraum nennt man direkte Summe der Vektorrdume Vi, ..., V,:
Vie...eV,.
Wenn Vi, = ... =V, = K, so erhalten wir K" =K & ... % K.
Es seien Vi, ..., V,, Unterraume eines Vektorraums V. Wir betrachten die

lineare Abbildung:

Vie...eoV, — Vv

(U1, V9, ...,0,) = VU2 F ...+ V. (10)

Wenn (10) ein Isomorphismus ist, so sagen wir, dass V' die innere direkte
Summe seiner Unterraume Vi,...,V,, ist. Wir erlauben uns in diesem Fall
die etwas unprazise Schreibweise

V=Vie...oV,,

obwohl es sich hier nur um einen Isomorphismus handelt.
Die Aussage, dass zwei Unterrdume U und W von einem Vektorraum V'
komplementar sind, schreibt sich dann auch so:

V=UpW.
Satz 12 Es seien Vi,...,V, endlich erzeugte K-Vektorraume. Dann gilt

dm(Vi@...eV,) =dimV; +dimV, + ... +dim V.

direkte
Summe

innere
direkte
Summe



Definition 13 Es seien f:V — W und g : U — V zwei lineare Abbildun-
gen von Vektorraumen. Wir nennen die Sequenz

vsvLw (11)
exakt in V', wenn Im g = Ker f. Insbesondere gilt dann go f = 0.

Wenn U = 0, so ist (11) genau dann exakt, wenn f injektiv ist. Wenn W = 0,
so ist (11) genau dann exakt, wenn g surjektiv ist.
Eine kurze exakte Sequenz ist eine Folge von Homomorphismen

0-USVLwoo, (12)

die an den Stellen U, V, und W exakt ist. Insbesondere ist dann g injektiv
und f surjektiv.

Es sei V' ein endlich erzeugter Vektorraum. Dann sind in der kurzen
exakten Sequenz (12) die Vektorrdume U und W auch endlich erzeugt und
es gilt die Formel:

dimU +dim W = dim V. (13)

Das folgt aus Satz 11.
Beispiel: Es seien V; und V5 Vektorraume. Dann hat man eine kurze
exakte Sequenz

0—- Vi — ViV, — Vi —=0.
v1 > (Ul,O); (Ul,’l}g) = Vo

Satz 14 Dimensionsformel fur Unterraume Es seien W, und Wy Un-
terraume eines endlich erzeugten Vektorraumes V. Dann gilt:

d1m(W1 + Wg) = dim Wl + dim WQ — d1m(W1 N WQ)

Beweis: Man hat eine kurze exakte Sequenz:

00— WinW, — Wi, & W,y — Wi+ Wy, —0.

w = (w, —w) ; (wy,we) +—  wy + we
Q.E.D.
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Satz 15 Es seien V und W Vektorrdume iber K. Es sei B C V eine Basis duale

von V. Die Abbildung
Homg (V, W) — Abb(B, W),

die man durch FEinschrankung einer linearen Abbildung V- — W auf die
Menge B C 'V erhdlt, ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen. (Hier ist

Abb(V, W) der unter (7) definierte Vektorraum.)

Beweis: Es sei f : B — V eine Abbildung (von Mengen). Einen Vektor
v € V kann man auf eindeutige Weise als Linearkombination schreiben

U:)\lbl+---+)\tbt7

wobei by, ...b; € B verschiedene Elemente sind und \; € K.
Man definiert eine Abbildung ¢ : V' — W durch

d(v) = A f(b1) + ...+ Aef(by).

Man sieht, dass ¢ eine lineare Abbildung ist.
Wenn f die Einschriankung einer linearen Abbildung ¢ : V' — W ist, so
muss notwendig ¢ = ¢ gelten. Das zeigt die Behauptung. Q.E.D.

Fiir einen endlich erzeugten Vektorraum formulieren wir diesen Satz etwas
konkreter: Es sei vy, ...,v, eine Basis von V. Dann gibt es zu n beliebigen
Vektoren wy, ..., w, € W genau eine lineare Abbildung f : V — W, so dass
f(vi) = w;.

Spezialfille: 1) Mit den Bezeichnungen des Satzes sei V' ein endlich
erzeugter Vektorraum und es sei W = K. Den Vektorraum Hompg (V, K)
nennt man den dualen Vektorraum zu V. Man schreibt V* = Homg (V, K).
Dann gibt es Elemente 01,...,0, € V*, so dass 0;(v;) = ¢;; (Kroneckersym-
bol) fiir alle ¢,7 = 1,...,n. Die linearen Abbildungen v,..., %, sind eine
Basis von V*. Diese Basis nennt man die duale Basis zu vy, ...v,. Also gilt

dimV =dim V" (14)

Es sei v € V. Seine Koordinaten (4) beziiglich der Basis vy, ..., v, sind die
Elemente 9;(v) € K, d.h.

n

v = Z 0;(v)v;.

=1
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Die duale Basis besteht also aus den Koordinatenfunktionen.

2) Wir bleiben in der Situation von Satz 15. Es sei w € W. Wir be-
trachten die lineare Abbildung w : K — W, A — Aw. Das Bild ist also
der eindimensionale Untervektorraum von W, der von w erzeugt wird. Man
kann f mit Hilfe der dualen Basis schreiben

fzzwioﬁh (15)
i=1

wobei w; = f(v;). Hier steht auf der rechten Seite, das Kompositum von
Abbildungen.

Koordinatensyster

3) Wir betrachten den Vektorraum V' = K" mit der Standardbasis ey, . . ., €,.

Es sei wy, ..., w, eine Folge von Vektoren aus . Dann gibt es genau eine
lineare Abbildung
b: K" —W (16)

so dass b(e;) = w;. Die Abbildung b ist genau dann ein Isomorphismus von
Vektorraumen, wenn wy, . .., w, eine Basis von W ist.

Es sei wy,...,w, eine Basis von W. Es sei b der entsprechende Iso-
morphismus (16). Es sei w € W ein beliebiger Vektor. Den Spaltenvektor
z = b~ (w) € K™ sind die Koordinaten des Vektors w beziiglich der Basis
Wi, ..., w,. Es gilt:

W =T1W1 + ...+ TpWy,

wobei die z; die Eintrage von z sind. Wir nennen einen Isomorphismus
b: K™ — W ein Koordinatensystem von W. Wegen (16) ist die Wahl eines
Koordinatensystems dasgleiche wie die Wahl einer Basis.

1.3 Matrizen

Matrizen, Multiplikation von Matrizen, die transponierte Matrix ‘A einer
Matrix A, Rang einer Matrix, Zeilen- und Spaltenoperationen. Elementar-
matrizen. Die inverse Matrix und ihre Berechnung.

Es sei A € M(m x n, K) eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten. Die
lineare Hiille der n Spalten von von A in ein Unterraum von K™. Die Dimen-
sion dieses Unterraumes nennt man den Rang von A. Genauso gut kann man
sagen, dass der Rang von A die maximale Anzahl von linear unabhéangigen
Spalten der Matrix A ist.
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Das homogene Gleichungssystem zu der Matrix A ist

15

Ar=0, z=| " ek (17)

T

Wir bezeichnen mit L4 € K™ die Menge aller Losungen von (17). Das ist ein
Untervektorraum. Wir stellen uns die Aufgabe eine Basis von L4 zu finden.

Man bemerkt, dass eine Relation z1,...,x, zwischen den Spalten der
Matrix A das Gleiche ist wie eine Losung von (17).

Wir betrachten zuerst spezielle Gleichungssysteme. Eine Matrix C' €
M(m x n, K) hat Stufenform , wenn sie die folgende Gestalt besitzt:

0 ... 0 Ciy *
0 0 0 0 0 ¢, =
0 0 0 0 0 0 ... 0 ¢ =

=10 .. 000..00 ..00 ...0 G % ... %
0 0
0 0

An den mit *x belegten Stellen konnen beliebige Eintriage aus K stehen. Die
Eintrage ¢;, in der k-ten Zeile und 7;-ten Spalte sind fiir £ = 1,...r sind von
0 verschieden. Die Positionen (k, i) nennt man Pivots.

Die Zahl r ist der Rang der Matrix C'.

Die Teilmenge {iy,...,4,} C {1,2,...n} nennt man die abhéngigen In-
dexe. Die iibrigen Zahlen in {1,2,...,n} nennt man die unabhéngigen In-
dexe.

Zu beliebig vorgegebenen z, € K, wo ¢ =1,...,n aber { #iy,...,0 # i,
existieren eindeutig bestimmte z;,,...,z; € K, so dass:

a1
C : =0 (18)
Ty
Wenn man also fiir die unabhéangigen Indexe ¢ beliebige Werte x, € K

vorgibt, so kann man sie eindeutig zu einer Losung (z1,...,z,) des Glei-
chungssystems (18) ergénzen.
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Die letzte Aussage kann man wie folgt formulieren: Es sei Lo C K™ die
Menge aller Losungen des Gleichungssystems (18). Es sei ji, ..., jn_, die
Menge der unabhéngigen Indexe. Dann ist die lineare Abbildung

Lo — K
(X1, xn) = (xj,...,25, )

ein Isomorphismus von Vektorraumen. Anders ausgedriickt ist Lo ein Kom-
plementarraum von L(e;,, ..., e;. ), wobei {iy,...,i,} die abhéngigen Indexe
sind.

Insbesondere finden wir:

dim Le = n — Rang C. (19)

Auf eine Matrix A eine Scherung anwenden heiffit: man addiert zu einer
gegebenen Zeile das Vielfache einer anderen Zeile.

Satz 16 Jede Matriz laf$t sich durch Scherungen auf Stufenform bringen.

Auf eine Matrix A eine Zeilenoperation anwenden heisst, eine der fol-
genden Operationen ausfiihren:

1. eine Scherung,

2. die Multiplikation einer Zeile mit einem von Null verschiedenen Ele-
ment aus K,

3. die Vertauschung zweier Zeilen.

Es sei A’ eine Matrix, die aus A durch eine Zeilenoperation hervorgegangen

ist. Dann gelten die folgenden trivialen aber wichtigen Beziehungen zwischen
den Matrizen A und A’:

Die homogenen Gleichungssysteme
Az =0 und Az=0

haben die gleichen Losungen.

Wenn eine Relation zwischen den Spalten von A besteht, so besteht die
gleiche Relation zwischen den Spalten von A’ und umgekehrt. Daraus folgt,
dass A und A’ den gleichen Rang haben.
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Da man A durch Zeilenoperationen auf Stufenform bringen kann, ergibt Zeilenrang
sie aus (19):
dim L4, = n — Rang A. (20)

Der Unterraum von K™, der von den Zeilen von A erzeugt wird, stimmt
mit dem Unterraum iiberein, der von den Zeilen von A’ erzeugt wird. Die
Dimension von diesem Unterraum nennen wir den Zeilenrang von A. Also
haben A und A’ auch den gleichen Zeilenrang.

Mit Zeilenoperationen kann man sogar Stufennormalform erreichen:

0O ... 001 % ... x0 x ... %0
O ... 000 ... 01 %= ... x 0
0 00O 0 0 0 0 1 =
0 0 00 0 0 0O 0 00O
O ...0o00 ... 00... 0 000

In den Spalten der Pivots gibt es einmal den Eintrag 1. Die iibrigen Eintrage
sind 0.
Die Stufennormalform ist durch die Matrix A eindeutig bestimmt, d.h.
unabhéngig davon durch welche Zeilenoperationen, man diese Form erreicht.
Losung eines Gleichungssystems der Form:

Az = b.

Man fithrt das auf den Fall b = 0 zuriick, indem man die Relationen zwischen
den Spalten der Matrix (A, b) ausrechnet.

Satz 17 Der Zeilenrang einer Matrix ist gleich ihrem Rang.

Beweis: Wenn man auf eine Matrix A eine Zeilenoperation anwendet, so
andern sich Rang und Zeilenrang nicht. Also kann man annehmen, dass A
eine Stufenmatrix mit r Pivots ist. Man sieht direkt, dass sowohl der Rang
als auch der Zeilenrang einer solchen Matrix r ist. Q.E.D.

Man kann die Zeilenoperationen als Matrixmultiplikation interpretieren.
Es sei A € K. Es seien 7,5, m € N, so dass ¢ < m und j < m. Es gibt eine
Matrix E;j(A) € M(m x m, K) mit der folgenden Eigenschaft.
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Es sein € Nund A € M(m x n, K) eine Matrix. Es sei A" die Matrix,
die aus A entsteht, indem man zur i-ten Zeile von A das A-fache der j-ten
Zeile addiert. Dann gilt

A" = E;;(N)A.

Man findet E;;(\), in dem fiir A die Einheitsmatrix E,, nimmt. Wenn man
auf £, die Scherung anwendet, so bekommt man E;;(\).

1.4 Die Matrix einer linearen Abbildung

Eine Matrix A € M(m x n, K) definiert eine lineare Abbildung ¢4 : K" —
K™:

dalz) = Az, x€ K"
Hier steht rechts die Matrixmultiplikation. Die Spalten von A sind die Bilder
der Standardvektoren e; € K™ bei ¢4. Nach Satz 15 ist die Zuordnung
A~ ¢4 ein Isomorphismus von Vektorrdumen:

M(m x n, K) — Hom(K", K™).

(In Satz 15 haben wir den Pfeil in die umgekehrte Richtung betrachtet, der
einer linearen Abbildung ¢ : K™ — K™ die Matrix mit den Spalten ¢(e;),
i=1,...,n zuordnet.)

Wir schreiben oft A = ¢4. Dem Kompositum von linearen Abbildungen
entspricht bei dieser Identifikation die Multiplikation von Matrizen, und die
Addition von linearen Abbildungen entspricht der Addition von Matrizen.

Im ¢4 wird von den Spalten von A erzeugt. Daher gilt dimIm¢, =
Rang A und dann nach der Dimensionsformel

dim Ker ¢4 = n — Rang A.

Offensichtlich ist Ker ¢4 gleich der Losunsgsmenge L4 des linearen Gle-
ichungssystems Az = 0. Also ist die Dimensionsformel identisch mit (19).
Es sei n = m. Man nennt A invertierbar , wenn ¢ ein Isomorphimus
ist. In Matrizen formuliert bedeutet das, dass eine Matrix B € M(n x n, K)
existiert, so dass
AB=FE,, BA=E,.

Die Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn Rang A = n. In der Tat,
wenn die letzte Gleichung gilt ist ¢ surjektiv und dann nach der Dimensions-
formel auch injektiv. Wir bezeichen die Menge der invertierbaren Matrizen

mit GL,(K) C M(n x n, K).

16
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Es sei V ein Vektorraum mit einer Basis vy, ..., v, und W ein Vektorraum
mit einer Basis wy, ..., w,,. Wir betrachten die entsprechenden Koordinaten-
systeme b: K" — V und ¢ : K™ — W (vgl. (16)).

Wenn f : V — W eine lineare Abbildung ist, so gibt es genau eine Matrix
A: K" — K™, so dass folgendes Diagramm kommutativ ist.

K"~ Km

bl l (21)

v Lo ow
Explizit erhdlt man die Matrix A = (a;;), indem man die Bilder f(v;) als
Linearkombination der Vektoren w, schreibt:

f(Uj) = Zaijwi, j = 1,...,n (22)
i=1
Es sei Wy, . . ., W, € Homg (W, K) die duale Basis zu wy, . .., w,,. Dann kann

man die letzte Formel auch schreiben:
a;; =wi(f(vy)), i=1,....m undj=1,...,n. (23)

Die j-te Spalte der Matrix (a;;) besteht also aus den Koordinaten des Vektors
f(v;) beziiglich der Basis wy, ..., wy,.

Wenn z € K™ die Koordinaten eines Vektors v € V' beziiglich b sind, und
y die Koordinaten von f(v) beziiglich ¢, so gilt:

y=Az (24)

Wir nennen A die Matrix von f beziiglich der Koordinatensysteme b und ¢
bzw. beziiglich der Basen vy, ..., v, und wy, ..., w,,.

1.5 Basiswechsel

Es seien b: K™ — V und b’ : K™ — V zwei Koordinatensysteme des Vektor-
raumes V. Dann ist die Abbildung

B=bv"'p: K" = K"

eine invertierbare Matrix. Das ist die Ubergangsmatriz von dem Koordi-
natensystem b zu dem Koordinatensystem &'. Wenn x € K™ die Koordinaten
eines Vektors v € V' in dem Koordinatensystem b sind, so sind

17



2’ = Bx (25)

die Koordinaten desselben Vektors in dem Koordinatensystem b'.

Es sei f : V. — W ein Homomorphismus. Es sei A die Matrix von
f beziiglich der Koordinatensysteme b und ¢ wie unter (21). Es seien ¥’ :
K™ =V und ¢ : K™ — W weitere Basen, und es sei A’ die Matrix von f in
diesen Basen. Es sei C' die ﬁbergangsma‘crix vom Koordinatensystem ¢ zum
Koordinatensystem ¢ (wie unter (25)). Dann erhalten wir ein kommutatives

Diagramm:
K" g Km
N, S
f W c

B V ——

Kn - Km

A

Daraus folgt, dass CA = A’B. Die Matrix von f in den neuen Koordinaten-
systemen b’ und ¢ berechnet man also aus A wie folgt:

A'=CAB™ ..

Diese Formel bekommt man ganz bequem auch so: Es sei v € V und es sei
w = f(v). Es seien z bzw. 2z’ die Koordinaten von v beziiglich b bzw. ¥ und
es seien y bzw. y' die Koordinaten von w beziiglich ¢ bzw. ¢’. Dann gilt:

y =Cy=CAz=CAB™'Z.

Im Fall V = W will man die Basen haufig so wahlen, dass b = ¢ bzw. ¥’ = ¢/,
Dann erhélt man die Umrechnungsformel:

A= BAB™! (26)

Man nennt zwei quadratische Marizen A, A’ € M (n x n, K) dhnlich, wenn es
eine invertierbare Matrix B € M(n x n, K) gibt, so dass (26) gilt.

Man kann sich fragen, ob ein Koordinatensystem b von V' existiert, in dem
die Matrix des Endomorphismus f moglichtst einfache Gestalt hat (Problem
der Normalform siehe Abschnitt Jordansche Normalform). Aquivalent ist
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das Problem zu einer quadratischen Matrix A eine dhnliche von einfacher
Gestalt zu finden.
Es sei A = (a;;) eine n x n-Matrix. Dann definiert man die Spur von A:

Spur A = Z ;i
i=1
Lemma 18 Fs seien m,n natirliche Zahlen. Es seien B € M(m X n, K)
und C € M(n x m, K). Dann gilt:
Spur BC' = Spur CB

Der Beweis ist eine Ubung in Matrixmultiplikation. Nach diesem Lemma
haben dhnliche Matrizen die gleiche Spur. Deshalb ist die folgende Definition
sinnvoll:

Spur

Definition 19 FEssei f : V — V ein Endomorphismus eines endlich erzeugten

Vektorraumes. Es sei A die Matrix von f beziiglich einer beliebig gewdhlten
Basis von V. Dann definieren wir:

Spur f = Spur A
Die Spur definiert eine lineare Abbildung von Vektorraumen:
Spur : End(V) — K, (27)

so dass fiir f,g € EndV gilt: Spur(f o g) = Spur(g o f).
Essei¢: V — K eine lineare Abbildung und es sei v € V. Wir bezeichnen
mit v : K — V die lineare Abbildung, so dass ©(1) = v. Dann gilt:

Spur(v o ¢) = ¢(v) (28)

In der Tat, man kann annehmen, dass V' = K™. Dann ist ¢ eine Zeilenmatrix.
Die Abbildung v und der Vektor v sind die gleiche Spaltenmatrix. Die Formel
(28) ist dann ein einfacher Spezialfall von Lemma 18.

Es sei vy,...,v, eine Basis von V. Es sei 0q,...,0, die duale Basis des
dualen Vektorraumes. Es sei f : V' — V ein Endomorphismus. Dann ergibt
sich aus (28) und aus (15), dass

Spur f = Z i (f (vi))-
=1

Diese Formel ergibt sich auch aus (22). Wir sehen, dass die Spur (27) als
lineare Abbildung durch die Formel (28) eindeutig bestimmt ist.
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1.6 Matrix eines Endomorphismus Endomorphismus,
diagonalisierbar

Definition 20 Es sei (V, f) eine endlich erzeugter Vektorraum V', der mit Endomorphismus,

einem Endomorphismus f : V — V wversehen ist. Es sei (W,h) von der  trigonalisierbar
gleichen Art. Wir sagen, dass (V, f) zu (W, h) dhnlich ist, wenn ein Isomor- U?Z%Z;%Z%er

phismus m: W — V' existiert, so dass das folgendes Diagramm

w5V

kommutativ ist.

Die Anlichkeit ist eine Aquivalenzrelation.

In dem Speziallfall, wo W = K% ist 7 : K — V ein Koordinatensystem
von V. Dann ist h = A eine quadratische Matrix. Wenn f : V — V zu der
Matrix A ahnlich ist, bedeutet das also, dass A die Matrix von f in einem
geeigneten Koordinatensystem ist.

Wir wollen Beziehungen zwischen den Eigenschaften von f und den zu
f ahnlichen Matrizen untersuchen. Die wichtigste Beziehung ist die “Jor-
dansche Normalform”, die wir spéter herleiten. Dieser Abschnitt ist eine
Einfiihrung in das Thema.

Definition 21 FEssei f:V — V ein Endomorphismus eines endlich erzeuten
Vektorraums. Wir nennen f diagonalisierbar, wenn f ahnlich zu einer Diag-
onalmatrix ist und trigonalisierbar, wenn f dhnlich zu einer oberen Dreiecks-
matriz 1st.

Zu Untersuchung dieser Begriffe brauchen wir die folgende Definition.

Definition 22 FEssei f : V — V ein Endomorphismus eines Vektorraumes.
Wir nennen einen Unterraum U C V invariant beziglich f, wenn f(U) C U.

Es sei P : K" — K" eine quadratische Matrix. Es sei U = L(ey,...e,).
Dann ist U genau dann ein invarianter Unterraum von K", wenn P eine
Blockmatrix vom folgenden Typ ist:

(4 ). 0
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wobei A € M(rxr,K)und B € M(n—rxn—r,K). In der Tat, die ersten
r Spalten der Matrix miissen in U liegen. Wir sagen in diesem Fall, dass P
eine obere Blockmatrix ist.

Es sei jetzt P so, dass L(ep_ri1,---,€,) C K™ invariant bei P ist. Dann
ist P eine untere Blockmatrix:

p (20, -

wobei A€ M(rxr,K)und Be M(n—rxn—r,K).
Wenn die komplementéren Unterraume L(eq, ... e,) und L(€p—ri1,-..,€n)
von K™ beide invariant beziiglich P sind, so ist P eine Diagonalblockmatrix

A 0
P = )
0 B
Es sei n = dimV. Es sei U C V ein invarianter Unterraum der Dimen-
sion r von f : V — V. Dann wahlen wir eine Basis vy,...,v, von U und
erganzen sie zu einer Basis vy, ..., v, von V. Wir betrachten dass zugehorige

Koordinatensystem b : K™ — V', wo b(e;) = v;. Dann ergibt sich die Matrix
von f aus dem Diagramm

Kn Ly g

3| K

v v

Da b= (U) = L(ey,...,e,), lasst P den Unterraum L(ey,...,e,) C K" in-
variant. Daher ist P eine obere Blockmatrix von der Form (30). Man kann
auch eine Basis wy, ..., w, von V nehmen, so dass w,_,1,...,w, eine Basis
von U ist. Es sei ¢ das Koordinatensystem von V', so dass ¢(e;) = w;. Dann
ist die Matrix von f in dem Koordinatensystem c eine untere Blockmatrix
von der Form (31).

Bemerkung: Wir stellen fest, dass es zu einem Endomorphismus f :
V' — V genau dann einen invarianten Unterraum U C V der Dimension r
gibt, wenn die Matrix von f in einer geeigneten Basis eine Blockmatrix von
der Form (30) (bzw. von der Form (31)) ist.

Wenn V' die Summe zweier f-invarianter komplementéarer Raume ist

V=UaW,
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so wahlen wir eine Basis vy, ... v, von U und eine Basis v, 1, ..., v, von W.
Dann ist die Matrix von f in der Basis vq,...,v, von V eine Diagonalblock-
matrix.

Wir konnen das verallgemeinern.

Definition 23 FEs sei V' ein Vektorraum. FEine Fahne der Lange d ist eine
aufsteigende Kette von Unterraumen V;

o=WwcwvicWhc..cVy,CcV;=V. (32)

Wenn alle Vektorrdaume V; verschieden sind, nennen wir die Fahne echt.
Es sei V' von der Dimension n. Dann gibt es eine Basis vy,...,v, und
ganze Zahlen
0<5<iy...<ig1<ig=n

so dass vy,...,v; eine Basis von V; , fir « = 1,...,e ist. Wir sprechen von
einer zerfdllenden Basis der Fahne.
Wir betrachten in K™ die Fahne

Ozﬁ(el,...,eil) C ... Cﬁ(el,...,eidil) C£<€17"‘7eid) = K" (33)

Es sei b: K" — V ein Koordinatensystem, so dass b(e;) = v; eine zerfillende
Basis der Fahne (32) ist. Dann bildet b die Fahne (33) auf die Fahne (32) ab.

Wir wollen voraussetzen, dass die Fahne (33) echt ist. Es sei P : K" —
K™ eine Matrix, die die Fahne (33) invariant lésst. Dann ist P eine Block-
matrix der Form

Ayl % x ... %
0 A22 * C.. *
P = 0 0 A33 C. * , (34)
0 0 0 oo Aga

Hier ist Ay € M((iy —i4-1) X (44 — 44—1), K), fur t = 1,...,d und oberhalb
dieser Blocke stehen beliebige Elemente x.

Es sei f : V. — V ein Endomorphismus, der eine echte Fahne (32)
invariant lasst, d.h. f(V;) C V;. Dann hat die Matrix von f in einer
zerfallenden Basis die Form (34). Wenn man die Reihenfolge der Elemente in
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der zerfallenden Basis umkehrt: v, v,_1,...,v;, so wirde man anstelle von
(34) eine untere Blockmatrix bekommen.

Man nennt eine Fahne (32) voll , wenn dimV; = dimV;_; + 1 fir t =
1,...,d. Dann ist f = n = dimV. In diesem Fall ist die Matrix von f
in einer zerfallenden Basis der Fahne eine obere Dreiecksmatrix. Das sieht
man, weil die oberen Dreiecksmatrizen gerade diejenigen sind, welche die
volle Fahne

0=L(e1) C L(er,e0) T ... C L(e1,...,en 1) C L(ey,...,e,) = K" (35)

invariant lassen. Wir nennen das die Standardfahne im K™. Wir haben
bewiesen:

Satz 24 Ein Endomorphismus f :V — V eines endlich erzeugten Vektor-
raums ist genau dann trigonalisierbar, wenn es eine volle Fahne von V qibt,
die f-invariant ist.

Ubung: Mit den Bezeichnungen des Satzes, sei U C V ein f-invarianter
Unterraum. FEs sei V' — W ein Faktorraum modulo U. Dann induziert
f lineare Abbildungen g : U — U und h : W — W. Man zeige, dass f
trigonalisierbar ist, wenn ¢ und A trigonalisierbar sind.

Satz 25 FEin Endomorphismus f : V. — V eines endlich erzeugten Vektor-
raums ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine direkte Zerlequng in
eindimensionale f-invariante Unterraume gibt

V=WeW,o...oW,.

Beweis: Angenommen es gibt eine solche direkte Zerlegung. Dann wéhlen
wir v; € W, so dass v; # 0 fir i = 1,...n. Da W, f-invariant und eindimen-
sional ist, gibt es \; € K, so dass f(v;) = \jv;. Damit ist die Matrix von f
in der Basis vy, ...,v, eine Diagonalmatrix mit der Diagonale A, ... \,.

Wenn umgekehrt f in dem Koordinatensystem b : K" — V Diago-
nalgestalt hat, so kann man W; = L(b(e;)) nehmen, wobei e; der i-te Stan-
dardvektor ist.

Korollar 26 FEs sei f : V. — V diagonalisierbar. FEs set U C V ein f-
wmvarianter Unterraum. Dann ist die Einschrankung f : U — U diagonal-
isierbar.
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Beweis: Wir benutzen die Bezeichnungen des Satzes. Es sei dim U = r und
dim V' = n. Nach dem Austauschsatz finden wir Indexe 4,1, ...,,, so dass
wir eine direkte Zerlegung in Unterraume haben:

V=UoW, &.. oW,

Nach Umnumerierung diirfen wir ¢,,7 = r + 1,...,7, = n annehmen. Wir
betrachten die Projektion

T V-a>Wé...eW,.

langs des Unterraumes W, & ... & W,,. Da Endomorphismus f jedes W;
invariant 1a3t, erhalten wir als Einschrankung von f einen Endomorphismus:

ffwe.. oW, =W, a...0W,.

Es gilt offensichtlich m o f = f' o 7. Wenn man 7 auf U einschrankt erhalt
man einen Isomorphismus

7T|UIU—)W1@...@WT.

Dadurch ist (U, fi) isomorph zu (W1 @ ... @ W, f’). Aber der letzte Endo-
morphismus ist offensichtlich diagonalisierbar. Q.E.D.

I"Jbung: Wie findet man eine Zerlegung von U in 1-dimensionale invari-
ante Unterraume?

1.7 Die Fittingzerlegung

Satz 27 FEs sei V ein Vektorraum der Dimension n. FEs sei f : V — V ein
Endomorphismus. Dann sind die folgenden Bedingungen aquivalent:

1. Es gibt eine Zahl m € N, so dass f™ = 0.
2. Es gibt eine Fahne
O=VwcWVicW,C...CVg1CVy=V,
so dass f(Vy) C Vieq, firt=1,....,d.

3. Es qibt eine Basis von V in der die Matriz von f eine obere Dreiecks-
matrix mit Nullen auf der Diagonale ist.
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4. FEs gilt: f*=0.

Man nennt einen Endomorphismus mit diesen Eigenschaften nilpotent
Beweis: Wenn f die erste Bedingung erfiillt, so kann man folgende Fahne
nehmen:

0=f"V)yc Y V)yc...f(V)cV =V

Diese Fahne hat die Eigenschaft 2.
Wenn eine Fahne unter 2. existiert, so folgt

FAV) = f1(Va) € [ (Vaer) €. € f(V1) € Vo = 0. (36)

Also sind die ersten beiden Eigenschaften aquivalent.

Es sei die Eigenschaft 2 erfiillt. Wir konnen annehmen, dass die Fahne
echt ist, wenn wir evtl. einige der V; entfernen. Wir betrachten die Matrix
von f in einer zerfillenden Basis. Die Vektorraume V; sind invariant, da
f(V;) € Viuy C V4. Also ist die Matrix von f eine obere Blockmatrix (34).
Aus f(V;) C V,_; folgt, dass alle Blocke A;; = 0 sind. Damit ist die Matrix
erst recht eine obere Dreiecksmatrix mit Nullen auf der Diagonalen.

Eine obere Dreiecksmatrix P mit Nullen auf der Diagonalen erfiillt die
Eigenschaft 2 beziiglich der Standardfahne (35). Deshalb folgt aus der Eigen-
schaft 3 die Eigenschaft 2 und nach (36) die Eigenschaft 4. Q.E.D.

Bemerkung: Die Eigenschaften 1 und 2 sind auch aquivalent, wenn V'
nicht endlich erzeugt ist.

Man kann den letzten Satz noch prézisieren:

Korollar 28 (Jordansche Normalform fir nilpotente Endomorphismen) Es
sei f:V — V wie im letzten Satz. Dann gibt es Vektoren vy, ...,v; € V und
naturliche Zahlen 0y, ..., 4, so dass

o (v1) =0,..., fét(vt) =0,

und so dass die folgenden Vektoren eine Basis von V' sind:

U1, f(vl>7 ce fgl_l(vl>7
Vg, f(v2)7 s f&_l(i&)?

ve, f(ve), - fOTH ().
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Beweis: Man wihle £, so dass f(V) = 0. Wir setzen W; = Ker f? fiir i > 0
und Wy = 0. Wir betrachten die Fahne

V=W, DOW,;_1D...O>W; DW,.

Man sieht, dass der Endomorphismus f fiir jedes ¢ > 2 eine Injektion in-
duziert:
foWi /Wiy = Wiy /Wi_a. (38)

Man wihlt eine Basis B, € Wy /Wiy_1. Es By C Wy ein System von Repréisentanten
fur Bg.

Das Bild f(By) von By bei der Injektion (38) fiir i = ¢ ist wieder eine
linear unabhigige Menge und wir konnen sie zu einer Basis f(By) U By_; von
Wy_1/Wy_o ergénzen.

Als néchstes betrachten wir die Injektion (38) fir ¢ = ¢ — 1. Durch
Basisergdnzung erhalten wir eine Basis von Wy_s/W,_5 von der Form

f?(Be) U f(Be—1) U By_s.

So fahrt man fort. Man wéhlt fiir die Mengen B; C W; /W;_1 Représentantensysteme
B, C W;.
Dann betrachtet man die folgenden Mengen

By Cc W,
f(Bg) U Bg,1 C ngl

SEUB UL U f(Bi) UB; C W,

Die Teilmenge von W; in der ¢ — ¢ + 1-ten Zeile gibt uns nach Konstruktion
eine Basis von W;/W;_;. Also geben alle Teilmengen zusammen eine Basis
von V. Diese Basis hat die Form wie sie das Korollar fordert. Q.E.D.

Ubung: Es sei g : V — V ein Endomorphismus, so dass go f = f o g.
Dann sind Ker g und Im g beides f-invariante Unterraume.

Korollar 29 FEs seien f:V — V und g : V — V Endomorphismen, so dass
gof=Tfog.
Wenn f und g nilpotent sind, so auch f + g.
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Beweis: Weil f und g vertauschbar sind, folgt g(Im f?) C Im f? fiir alle Fittingzerlegung
1 € N. Wir betrachten die Fahne:

O=Imf™ ' cImf"c...cImffcImfcCV.

Alle Vektorraume in dieser Fahne sind invariant bei f + g. Wir betrachten
die Faktorraume W; = Im f*/Im f**! fiir + > 0. Dann induziert f + g auf
jedem dieser Faktorraume einen Endomorphismus. Es gentigt zu zeigen, dass

fiir alle ¢ nilpotent ist. Da f auf W; den Nullmorphismus induziert, ist das
klar. Q.E.D.

Ubung: Einen anderen Beweis erhilt man, wenn man bedenkt, dass fiir
(f + g)*™ die binomische Formel gilt, wenn f und g vertauschbar sind.

Wie findet man invariante Unterraume eines Endomorphismus f : V —
V? Offensichtlich sind Ker f und Im f invariante Unterraume. Hier ist eine
weitere Antwort:

Satz 30 (Fittingzerleqgung) Es sei f : V. — V ein Endomorphismus eines
endlich erzeugten Vektorraums uber K. Dann existiert eine eindeutig bes-
timmte Zerlequng in f-invariante komplementare Unterraume

V= Vo + Vi, (39)

so dass [ : Vg — Vi nilpotent ist und f: Vi; — Vii; ein Isomorphismus
15t.

Ein Vektor v € V' liegt genau dann in V,;, wenn es eine natirliche Zahl
m gibt, so dass f™(v) = 0.

Beweis: Man hat eine aufsteigende Kette von Unteraumen von V:
0CKerfc---CKerf™cKerf™c...

Da die Dimensionen dieser Unterrdume durch dim V' beschriankt sind, findet
man eine Zahl ¢, so dass

Ker f! = Ker fi* = Ker 172 = . ..

Andererseits hat man eine absteigende Folge von Unterraumen von V':
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Volmfo>Imf>...

Die Dimensionen dieser Unterraume erreichen irgendwann einer minimalen
Wert. Daher findet man eine Zahl s, so dass

Im f* = Im 5 = Im f572. ..

Es sei u = max(s,t). Wir setzen V,,; = Ker f*, Vj;; = Im f*.
Behauptung: Ker f*NIm f* = 0.

In der Tat, es sei x € Ker f* N Im f*. Dann gibt es ein y € V, so dass
x = f*(y). Andererseits gilt f*(x) = 0. Wir finden

0=f“z)=f*"(y) =y e€Kerf*=Ker f*= f(y) =0= 2 =0.

Das zeigt die Behauptung.

Behauptung: Ker f* +Im f* =V.

Esseiv € V. Dalm f* = Im f? findet man ein w € V, so dass f2(w) =
fu(w), d.h. fv— f*(w)) =0. Also gilt v — f*w € Ker f*. Wir finden fiir v
die Darstellung:

v=f"(w)+ (v— fYw)) € Im f*+ Ker f*

Offenbar ist f auf dem ersten Summanden Ker f* nilpotent und auf dem
zweiten Summanden Im f* surjektiv und damit ein Isomorphismus. Damit
ist die Existenz der Fittingzerlegung bewiesen.

Wir zeigen die Eindeutigkeit. Es sei W = W,;; + Wy, eine weitere Zer-
legung in komplementéare f-invariante Unterrdume wie im Satz. Dann gibt es
eine Zahl m, so dass f™(W,,;) = 0 und folglich gilt W,,;; C V,,;;. Andererseits
sei v € V,; = Ker f*. Der Vektor v hat eine Zerlegung

V= Wyij + Wnit,  Whij € Whij, Wni € W

Wir folgern, dass
0= f"(v) = f"(wpiz) + [ (wnir).

Der erste Summand auf der rechten Seite ist in Wj,;; und der zweite Summand
in W,;;. Da beide Rdume komplementéar sind, sind beide Summanden gleich
0. Weil f auf Wy,;; ein Isomorphismus ist folgt wy;; = 0. Wir finden v € W,,;;.
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Damit haben wir auch gezeigt, dass V,,;; C Wp. Die Réaume sind also gleich Eigenwert
Vm’l = Wm’l-

Ein Element aus W;;; liegt im Bild jeder Abbildung f™. Daher folgt
Whi; C Viij-

Es sei umgekehrt v € Vj;;. Wir wéhlen wieder m, so dass f™(W,;) = 0.
Wir finden w € V, so dass f™(w) = v. Wir schreiben w = wy;; + wy;. Wenn
wir f™ auf diese Gleichung anwenden, so folgt v = f™(w) = f™(wpi;) € Whj.
Also Viij C Whi; und damit sind die Vektorraume gleich. Damit ist auch die
Eindeutigkeit der Zerlegung gezeigt. Q.E.D.

Man kann die letzte Behauptung auch aus den Dimensionsformeln erhal-
ten. Wegen der ersten Behauptung folgt aus den Dimensionsformeln:

dim(Ker f* + Im f*) = dim Ker f* 4+ dim Im f* = dim V.

Also sind Ker f* und Im f* komplementare Raume.

Die Fittingzerlegung ist kanonisch. Das bedeutet folgendes: Es sei T ein
weiterer Vektorraum und g : T' — T ein Endomorphismus. Es sei T'=T,,; +
Ty;; die Fittingzerlegung bzgl. g. Es sei o : V' — T ein Homomorphismus, so
dass folgendes Diagramm kommutativ ist:

v Ly

al la (40)

T 5T

Dann gilt (Vi) C Ty und o(Vigj) C Ty

In der Tat, es ist klar, dass a(Ker f™) C Ker g™ und a(Im f™) C Im g™
fiir alle m € N.

Die Eigenschaft kanonisch zu sein, hat zwei Folgerungen:

1) Wenn 7' C V ein invarianter Unterraum ist und f(7") = 7', dann gilt
T C V.

2) Es sei h : V' — V ein Endomorphismus, der mit f kommutiert, d.h.
foh=nho f. Dann sind V,; und V4;; invariante Unterraume beziiglich h.

Definition 31 FEssei f:V — V ein Endomorphismus eines endlich erzeugten
Vektorraumes tber einem Korper K. Ein Element X € K heifit ein Eigen-
wert , wenn f — Aidy kein Isomorphismus ist.
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Dann gibt es einen Vektor v € V', v # 0, so dass f(v) = Av. Man nennt
v einen Figenvektor zum Eigenwert A\. Der Unterraum L(v) von V ist f-
invarianter Unterraum von V.

Fiir einen Eigenwert A betrachten wir die Fittingzerlegung beziiglich des
Endomorphismus f — Aidy:

V = Vohi @ Viij

Es ist klar, dass V,,; und V;,;; auch f-invariante Unterrdume sind, z.B. weil
die Endomorphismen f — Aidy und f vertauschbar sind. Die Einschriankung
Jivi;; hat nicht den Eigenwert A, da f — Aidy auf Vj;; einen Isomorphis-
mus induziert. Man setzt V() = V,,; und nennt das den verallgemeinerten
FEigenraum oder Hauptraum zum Eigenwert \. Wenn \ kein Eigenwert von
f ist, so setzen wir V() = 0. Es gilt, dass V() = Ker(f — Xidy )4V,

Lemma 32 FEs sei g : T — T ein nilpotenter Endomorphismus eines Vek-
torraumes. Dann ist fir alle p € K, p # 0 der Endomorphismus g — pidrp :
T — T ein Isomorphismus. (T braucht nicht endlich erzeugt zu sein.)

Beweis: Man schreibt ¢ — pidy = —pu(idy —pu~'g). Wir betrachten den
nilpotenten Endomorphismus o = p~'g. Nach Voraussetzung gibt es eine
Zahl n, so dass a” = 0. Es geniigt zu beweisen, dass idr —a : T" — T ein
[somorphismus ist.

Wir zeigen, dass

idr+a+a?+...a" VT T
invers zu idy —a ist. In der Tat:

(idr —a) o (idy +a +a? + ...+ a" 1) =
idp +a+a?+...+a™!

Fir das Kompositum
(idy +a +a® + ...+ a" ) o (idr —a)
erhélt man auf die gleiche Weise idry. Q.E.D.
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Satz 33 Es sei f : V — V ein Endomorphismus eines endlich erzeugten Zerlegung

Vektorraumes tber einem Korper K. Dann gibt es nur endlich viele ver-
schiedene Figenwerte Ay, ..., A\, von f. Es seien V(\1),...,V(\,) die Haupt-
raume.

Dann gibt es einen f-invarianten Unterraum W von V', so dass die Fin-
schrankung von f auf W keine Eigenwerte besitzt und so dass V' eine innere
direkte Summe ist:

V=VAM)&...oV\)eW. (41)
Die Zerlegung (41) ist kanonisch (vgl (40)).

Beweis: Wenn f keinen Eigenwert besitzt, so ist der Satz mit V = W
bewiesen.

Es sei Ay ein Eigenwert von f. Man nimmt die Fittingzerlegung von
f - )\1 idvi

V=V(\)aU. (42)

Dann gilt dimU < dim V. Wir fiithren eine Induktion nach dim V' durch.
Wenn dim V' = 0 so ist der Satz trivial. Wir wenden die Induktionsvoraus-
setzung auf die Einschrankung von fjiy : U — U an. Es seien Ay, ..., A, die
Eigenwerte von fi;. Da fjy — A1idy ein Isomorphismus ist, kann A; unter
den Eigenwerten von fj;y nicht vorkommen. Nach Induktionsvoraussetzung
konnen wir schreiben:

U=UX)@®...0UN)&W

Wir setzen das fiir U in die Zerlegung (42) ein. Wenn wir zeigen konnen,
dass U(N\;) = V(\) fiir i = 2,...7, so ist der Satz bewisen.

Es sei © > 2. Nach dem letzten Lemma ist die Einschrankung von
f — Aiidy auf jeden der Unterrdume U();) j # 2, und V()\;) ein Isomor-
phismus. Die Einschrankung auf W ist auch ein Isomorphismus, da fiw
keine Eigenwerte besitzt. Es sei

—

Q=V)oUX)®...UN)...0 U)W (43)

Das Dach deutet an, dass wir den Summanden U();) ausgelassen haben.
f — A;idy ist eingeschrankt auf jeden Summanden auf der rechten Seite von
(43) ein Isomorphismus und folglich ist auch die Einschréankung auf den Un-
terraum () C V ein Isomophismus. Wir sehen, dass

V=UWN)®Q
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die Fittingzerlegung des Endomorphismus f — \;idy ist. Damit ist U(\;) =
V(Ai) bewiesen. Q.E.D.
Als néachstes wollen wir Eigenwerte finden. Wir haben schon zur Fit-
tingzerlegung von f : V' — V bemerkt, dass es gut ist Endomorphismen zu
kennen, die mit f vertauschen.
Wir betrachten ein Polynom

p(X):adXd—i_anlenil+---+G1X+Cl0, a; € K.
Man kann f in das Polynom einsetzen und erhélt den Endomorphismus
P(f) = aaf 4+ an 1 f" .+ arf +agidy .

Das wichtigste ist hier, dass man mit der Potenz f* = fo...o f das Kom-
positum von Abbildungen meint. Es ist klar, dass p(f) mit f vertauschbar
ist. Allgemeiner ist es nicht schwer die folgenden Rechenregeln einzusehen.
Es sei q ein weiteres Polynom. Dann gilt:

p(f) +a(f) = (+a)f)
p(f)eal(f) = (pa)(f)

Hier steht auf der rechten Seite die Summe und das Produkt von Polynomen.
Auf der linken Seite steht die Summe und das Kompositum von linearen
Abbildungen.

Damit konnen wir Eigenwerte berechnen. Es sei f : V' — V ein Endo-
morphismus eines endlich erzeugten Vektorraums. Wir wéahlen einen Vektor
v € V, v # 0. Dann gibt es eine grofite natiirliche Zahl d, so dass die
Vektoren

v f(0), s [ ). (44)
linear unabhéangig sind. Also findet man eine Relation
W) + ag1 f7H W) + ..o+ arf(v) + agv = 0, (45)

Aus dieser Relation folgert man, dass

fi(v) € L{v, f(v),..., [ (V).

Also ist L(v, f(v),..., f&(v)) ein f-invarianter Unterraum von V, der den
Vektor v enthalt. Im allgemeinen muss man natiirlich damit rechnen, dass
dieser Unterraum gleich V' ist. Wir betrachten jetzt das Polynom

p(X) = X4 a4 1 X+ 4+ a1 X + ap.
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Dann gilt nach (45), dass
p(f)(v) =0 (46)
Wir werden zeigen, dass die Nullstellen von p(X) Eigenwerte von f sind.

Dazu machen wir eine allgemeine Bemerkung iiber Polynome: Es sei A
eine Nullstelle von p(X). Dann gibt es eine Faktorisierung

p(X) = (X =) -q(X), (47)

wobei q(X) = X971 + by o X2+ ... b X + by und die b; € K geeignete
Koeffizienten sind.

Wir nehmen an, dass A eine Nullstelle von p ist und beweisen, dass es
dann eine Faktorisierung (47) gibt. Zunéchst bemerken wir, dass die Gle-
ichung (47) dquivalent mit dem folgenden Gleichungssystem ist.

Ay — bnfl, Ap—1 — —>\bn71 + bn,Q, A )\bl + bo, ag — —)\bo

Aus den ersten n dieser n+1 Gleichungen eliminiere man b,,_1, ..., by und
zeige, dass dann die letzte Gleichung ag = — by erfiillt ist, weil p(A) = 0.

Jetzt konnen wir zeigen, dass A ein Eigenwert von f ist. Wir setzen f in
die Gleichung (47) ein und finden

p(f) = (f = Aidy) o q(f).

Wir wenden diesen Endomorphismus auf v an, und finden nach (46)

0= (f = Aidv)(a(f)(@)). (48)

Es sei

w = (q(f)(v)) = f4 W) + ba_afP2(v) + ... bif(v) + bov.

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren (44) ist das ein von 0 ver-
schiedener Vektor. Aus der Gleichung (48) folgt, dass w ein Eigenvektor ist
mit dem Eigenwert A ist. Wir haben bewiesen, dass jede Nullstelle von p ein
Eigenwert von f ist.

Ubung: Es sei U = L(v, f(v),..., f4'(v)). Dann gilt fiir jeden Vektor
u € U, dass p(f)(u) = 0. Wenn u ein Eigenvektor mit dem Eigenwert i ist,
so folgt, dass p eine Nullstelle von p ist.
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Definition 34 Man nennt einen Korper K algebraisch abgeschlossen, wenn
fiir jedes Polynom p(X) = X4+ ag 1 X+ ...+ a1 X +ap mit d > 1 und
a; € K ein X\ € K existiert, so dass p(\) =0, d.h. p hat eine Nullstelle.

Wir zitieren ohne Beweis einen berithmten Satz:
Satz 35 Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen.

Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und p(X) = aqX?¢ +
g1 X+ .+ a1 X + ap mit Koeffizienten in K und aq # 0. Dann gibt es
A€ K furi=1,...,d, so dass

d

p(X) = aq [J(X =), (49)

i=1

Wenn fiir ein Polynom p(X) {iber einem beliebigen Korper K eine solche
Darstellung existiert, so sagen wir, dass p(X) in lineare Faktoren zerfallt.

Satz 36 Es ser K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Es sei f :'V —V
ein Endomorphismus eines endlich erzeugten Vektorraums V # 0.

Dann hat f einen Eigenwert.

Genauer ist V' die innere direkte Summe seiner Hauptraume

V=VM)&.. . aVQ).

Beweis: Dass f einen Eigenwert besitzt folgt, da p aus (46) eine Nullstelle
besitzt. Der zweite Teil folgt aus Satz 33 | da es keinen von 0 verschiedenen
f-invarianten Vektorraum W geben kann, wo die Einschrankung von f keine
Eigenwerte besitzt. Q.E.D.

Korollar 37 Der letzte Satz bleibt richtig, wenn wir die Voraussetzung K
algebraisch abgeschlossen durch die Voraussetzung ersetzen, dass ein zerfall-
endes Polynom p ezistiert, so dass p(f) = 0. Dartiber hinaus ist dann jeder
FEigenwert von f eine Nullstelle von p.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass f einen Eigenwert besitzt. Dazu nehmen wir
an, dass das Polynom p die Zerlegung (49) besitzt. Wir kénnen annehmen,
dass \g kein Eigenwert ist. Dann ist f — A\jidy : V' — V ein Isomorphismus.
Aus der Gleichung

0= ad(f — /\1 ldv) o0...0 (f — )\d—l ldv) @) (f — )\didv),

34



folgt dann, dass
0= &d(f — )\1 ldv) ©0...0 (f — )\d,1 1dv)

Damit haben wir ein zerfallendes Polynom

d—1
a(X) = aq H(X —\).

von kleinerem Grad, so dass q(f) = 0. Mit Hilfe von Induktion schliefien
wir, dass f einen Eigenwert hat.

Es ist klar, dass dann auch die Einschrankung von f auf jeden invarianten
Unterraum einen Eigenwert besitzt. Deshalb muss in der Zerlegung (41) der
Vektorraum W = 0 sein.

Dass jeder Eigenwert von f eine Nullstelle von p ist, sei eine Ubungaufgabe.

Q.E.D.

Satz 38 FEs sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Es sei f @'V —
V' ein Endomorphismus eines endlich erzeugten Vektorraums. Dann ist f
trigonalisierbar.

Beweis:: Nach Satz 36 kann man annehmen, dass V' = V(\). Man schreibt
f = Aidy +(f — Aidy). Da hier der erste Summand in jeder Basis eine
Diagonalmatrix ist, geniigt es den zweiten Summanden zu trigonalisieren.
Da (f — Aidy) nilpotent ist, ist die Trigonalisierung nach Satz 27 moglich.
Q.E.D.

Bemerkung: Es sei K ein beliebiger Korper und es sei f : V. — V ein
Endomorphismus eines endlich erzeugten Vektorraumes. Es sei p(X) ein
Polynom mit Koeffizienten in K, so dass p(f) = 0.

Wenn p in lineare Faktoren zerfallt, so ist f trigonalisierbar.

Satz 39 FEs sei f : V. — V ein Endomorphismus eines endlich erzeugten
Vektorraums uber einem Korper K.

Der Endomorphismus f ist genau dann diagonalisierbar, wenn ein Poly-
nom

p(X)=]J[(Xx-X\), XeK, (50)

i=1
existiert, so dass samtliche \; verschieden sind und

p(f) =0.
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Beweis: Angenommen p(X) existiert. Nach Korollar 37 kénnen wir V' =
V(A) annehmen. Wir wissen, dass

f—Aidy

fir A; # A ein Isomorphismus ist. Wenn wir aus dem Produkt (50) diese
Faktoren X — \; streichen, bleibt die Gleichung p(f) = 0 erhalten. Da A der
einzige Eigenwert ist, muss dann

p=(X-})

gelten. Dann ist f = Aidy offensichtlich diagonalisierbar.
Wenn umgekehrt f diagonalisierbar ist, so ist die Existenz eines Polynoms
p offensichtlich. Q.E.D.
Beispiel: Es sei V' ein endlich erzeugter C-Vektorraum. Essei f: V — V
ein Endomorphismus. Es existiere eine Zahl t € N, so dass f! = idy. Dann
ist f diagonalisierbar. In der Tat, das Polynom X' — 1 hat keine mehrfachen
Nullstellen.

Wir betrachten nochmal die Situation (44). Also braucht K jetzt nicht
mehr algebraisch abgeschlossen zu sein. Dann liefern unsere Uberlegungen
nur die Eigenwerte von f auf dem invarianten Unterraum U. Um weitere
Eigenwerte von f zu finden benutzen wir einen Faktorraum o : V. — W

modulo U. Da U f-invariant ist, induziert f eine lineare Abbildung h :
W —W.

Satz 40 FEs sei ein kommutatives Diagramm von Vektorrdumen mit exakten
Zeilen gegeben:

0 s U 25V 25 W s 0

R

0O — U 25V 25 W 0

Fir A\ € K seien U(N), bzw. V(X), bzw. W(X) die verallgemeinerten
FEigenrdume von g, bzw. f, bzw. h. Dann induzieren die Abbildungen
und o eine kurze exakte Sequenz der Hauptrdume:

0=UN) =V =W =0 (51)
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Beweis: Das obige Diagramm bleibt kommutativ, wenn wir f, g, h durch
f—Aidy, g—\idy, h— XNidy ersetzen. Wir betrachten die Fittingzerlegungen
der drei letzten Endomorphismen:

U=UNaU, V=VNaeV, W=wWlaeW.

Da die Fittingzerlegung kanonisch ist, folgt s<(U()\)) € V/(A) und (U) C V.
Das entsprechende gilt fiir o.

Die Injektivitdt von U(X) — V() ist klar, da U(X) C U und V(\) C V.
Ahnlich leicht sieht man, dass der Kern von V(\) — W()) gleich dem Bild
von U(A) ist. In der Tat: Es sei v € V(\) aus dem Kern. Dann gilt v = s(u)
fiir ein w € U. Es sei u = u; + us die Fittingzerlegung, wo u; € U(A) und
uy € U. Dann ist v = s(uy) + »(uy) die Fittingzerlegung von v € V().
Daher folgt s¢(uz) = 0 und v = s(uy) was wir zeigen wollten.

SchlieBlich zeigen wir die Surjektivitat von V(X)) — W(A). Es sei wy €
W (). Es existiert ein v € V, so dass o(v) = wy. Der Vektor v zerlegt sich
v =v; +vg, wo vy € V(A) und vy € V. Wenn wir ¢ anwenden, erhalten wir

o(v1) + o(vg) = wy € W(N).

Da die Fittingzerlegung kanonisch ist, steht links die Fittingzerlegung von
wy. Also gilt o(v9) = 0 und o(v;) = w;y. Das wollten wir beweisen. Q.E.D.

Satz 41 (Jordanzerlegung) Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper.
Es sei f 'V — V ein Endomorphismus eines endlich erzeugten Vektor-
raumes. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Zerlegung

f =T+ fa fs,anEIld(V),
mit den folgenden Eigenschaften
1. fs:V =V ust diagonalisierbar.

2. fn:V — V ist nilpotent.
3. Es gZZt fs o fn = fn © fs'

Beweis: Wir betrachten die Zerlegung in Hauptrdume V(\) beziiglich f.
Da fs und f, nach Eigenschaft 3 mit f vertauschbar sein sollen, miissen sie
die Hauptraume invariant lassen. Deshalb geniigt es den Satz in dem Fall zu

beweisen, wo V' = V().
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Angenommen wir hétten eine Jordanzerlegung. Dann gilt:
fs = Aidy = (f — Aidy) — fa.

Auf der rechten Seite steht die Differenz von zwei nilpotenten Endomorphis-
men, die vertauschbar sind. Also ist die rechte Seite nilpotent. Andererseits
ist die linke Seite der Gleichung diagonalisierbar. Also ist die rechte Seite
ahnlich zu einer nilpotenten Diagonalmatrix. Aber davon gibt es nur die
0-Matrix. Deshalb muss f; = Aidy und f, = (f — Aidy) gelten. Aber die
Zerlegung

f=Aidy +(f — Aidy)
erfiillt offenbar die Figenschaften einer Jordanzerlegung. Q.E.D.

Satz 42 FEs sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. FEs sei V' ein
endlich erzeugter Vektorraum und f :'V — V ein Endomorphismus. Dann
gibt es eine Zerlegung in f-invariante Unterrdume V; CV, 1 =1,...,t

V = 692:1%’

so dass fir alle © die Matriz von fy, in einer geeigneten Basis die folgende
Gestalt hat:

A1 00 0 0
0O XN 1 0 0 O
0 0 N\ 1 0 O
0 0 0 O Ao 1
0 0 0 0 Yy

Beweis: Man kann sich auf den Fall beschrianken, dass es nur einen einzigen
Hauptraum gibt. V' = V(). Dann ist f — Aidy) ein nilpotenter Endomor-
phismus von V. Daher folgt der Satz aus Korollar 28. Q.E.D.

1.8 Determinanten

Es seien Vi, ..., V,,, U Vektorraume. Wir betrachten Abbildungen:

d:Vix...xV,—=>U
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Man nennt ® multilinear , wenn fiir alle i = 1,...,m und fiir alle fest multilinear
gewahlten v; € V; fiir j # 7, die Funktion

fvi) =P(vy, ... 0. 0), v €V

eine lineare Funktion V; — U ist. Wenn U = K spricht man von einer
Multilinearform. Wenn m = 2 so spricht man von einer bilinearen Abbildung.

Wir betrachten den Vektorraum R? iiber dem Korper R. Wir machen
eine heuristische Betrachtung: Es seien x, v, w € R?. Es sei

Q,w)={z+ +pw|0<A<1 0<A<1},

das Parallelogramm, welche von v und w in x aufgespannt wird. Seine
Flache D(v,w) ist von = unabhéngig. Wir zéhlen D(v,w) positiv, wenn der
Drehwinkel 0 < <(v,w) < 180° und negativ, wenn 180° < <((v,w) < 360°.
Dann ist anschaulich klar, dass D(v,w) folgende Eigenschaften hat:

1
2

) D(v1 4 vo,w) = D(vy,w) + D(vy,w), D(Av,w) = AD(v,w).
) D(v,wy +wy) = D(v,wy) + D(v,ws), D(v,pw) = puD(v,w).
) D(v, w) = =D(w,v)

) D(v,v) =

w

(w,
0

=~

Die ersten beiden Bedingungen besagen, dass der orientierte D (v, w) Flacheninhalt
eine bilineare Abbildung ist.

D:R?*xR* = R.

Wir wollen multlineare Abbildungen ® mit V= V; = ... = V,, betra-
chten. Wir nennen eine multilineare Abbildung

:Vx...xV-=U (52)

alternierend, wenn fiir alle Folgen von Vektoren wy,...,w,, € V so dass

w; = wj fir ein Paar von Indexen 7 # j:
O (wy, ..., wy) =0. (53)

Wir bezeichnen die Menge der alternierenden multilinearen Abbildungen in
m Argumenten mit Alt™(V,U).
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Lemma 43 Fs seien V und U Vektorrdume und es sei 9 € Alt™(V,U).
Es seien i,j € [1,m], so dass i # j und es sei X € K. Dann gilt fir
beliebige Vektoren vy, ..., v, € V, dass

19(’01,...,Ui7...,Uj,...Um):79(’(]1,...,UZ'+)\UJ',...,Uj,...’l}m>.

Man kann also zu einem Argument der Funktion v das Vielfache eines an-
deren Arguments addieren, ohne dass sich der Wert von 9 dndert (Invarianz
bei Scherungen,).

Wenn vy, ..., v, linear abhdangig sind, so gilt

P (v1,. .., Up) =0.
Insbesondere gilt fiir m > dim V', dass Alt™(V,U) = 0.

Lemma 44 FEs sei @ : V x V — U eine alternierende bilineare Abbildung.
Dann qilt fiir beliebige Vektoren wy,wy € V', dass

O (wy, we) = —P(wo, wy). (54)

Es sei K ein Korper, dessen Charakteristik nicht 2 ist. Es set ® : V xV — K
eine Bilinearform, die (54) erfillt. Dann ist ® alternierend.

Beweis: Aus der Bilinearitiat von f folgt die Gleichung
O (wy + we, w1 + wy) = P(wy, wy) + P(wy, we) + P(ws, wy) + P(ws, ws).

Wegen (53) erhélt man die gewiinschte Gleichung (54). Wenn umgekehrt
(54) erfiillt ist, so folgt

O(w,w) = —0(w, w).

Da 2 # 0 vorausgesetzt ist, erhalten wir ®(w,w) = 0. Q.E.D.
Im allgemeinen sei ® € Alt"™(V,U). Wir lassen alle Argumente von @ bis
auf zwei verschiedene ¢ und j fest. Dann ergibt sich aus Lemma 44

Wir folgern, dass fiir eine beliebige Permutation aus o € &,
(I)(Ug(l), UU(Q), e ,Ug(m)) = (Sgn O’)@(Ul, Vo, ... ,Um). (55)

40



Wenn die Charakteristik von K nicht 2 ist, so ist eine multilineare Abbildung
®, die (55) erfiillt nach Lemma 44 alternierend.

Beispiel: Der orientierte Flacheninhalt ist eine alternierende Bilinear-
form D € Alt>(R? R). Es seien e; und ey die Standardvektoren. Es sei
v = T1e1 + Teey und w = yieq + yoeo. Da D alternierend ist finden wir

D(z1e1 + x2e2, Y161 + Yoe2) = 21D (€1, y1e1 + Yae2) + 22D (€2, y1e1 + Yae2) =
vy D(er, e1) + z1yeD(eres) + xay1 D(e, e1) + xayaD(es, €5) =

r1y2D(e1e2) + way1D(eg, €1) =

(7192 — 932y1)D(€1, ea).

Die Zahl D(ey, e9) ist die Fléche eines Quadrats mit der Kantenldnge 1. Wir
geben ihr die Mafleinheit 1. Wir definieren die Determinante:

det < o ) = D(v,w) = (2192 — T291).
T2 Y2

Das ist der orientierte Flacheninhalt des Parallelogramms, welches von den
Spalten der Matrix aufgespannt wird. Die Formel folgt formal aus der Tat-
sache, dass D multilinear und alternierend ist.

Dieser Sachverhalt verallgemeinert sich auf hohere Dimensionen:

Satz 45 Es ser V' ein K-Vektorraum der Dimension n. Es gibt eine von 0
verschiedene alternierende Multilinearform in n Argumenten ¢ € Alt"(V, K).
Jede andere alternierende Multilinearform dieser Art hat die Form ¢, wobei
ce K.

Wir verschieben der Beweis auf den néchsten Abschnitt (Satz 68). Die Funk-
tion ¥ nennen wir eine Determinantenfunktion von V.

Korollar 46 FEs seien vy,...,v, € V Vektoren. Sie bilden genau dann eine
Basis von V', wenn 9(vy,...,v,) # 0.
Beweis: Wir haben gesehen, dass J(vy,...,v,) = 0, wenn die Vektoren
U1, ..., U, linear abhéngig sind (Lemma 43).

Wir nehmen an, dass die Vektoren vy,...,v, linear unabhangig sind.

Wir fithren die Annahme 9(vy,...,v,) = 0 zum Widerspruch. Wir diirfen
nach Induktion voraussetzen, dass das Korollar fiir Vektorraume W gilt, so
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dass dimW < n = dimV. Wir betrachten auf W = L(vs,...,v,) die al-

ternierende Multilinearform
T(wa, ..., wy) = vy, wa, ..., wy,),

Wenn 7 nicht identisch 0 ware, so ware 7 eine Determinantenfunktion auf

W. Dann hétten wir nach Induktionsvoraussetzung 0 # 7(vs,...,v,). Das
widerspriache unser Annahme (v, ..., v,) = 0. Also ist 7 identisch 0.
Unsere Annahme bleibt richtig, wenn wir die Basiselemente vq,..., v,

umnumerieren. Deshalb finden wir das fiir alle 7, 1 < ¢ < n und fiir beliebige
Vektoren ws,...,w, € V

(v, wa, ..., wy,) = 0.

Aber dann ist ¥ nach Satz 15 identisch 0. Das widerspricht der Vorausset-
zung, dass v eine Determinantenfunktion ist. Q.E.D.

Wir berechnen o in dem Fall V = K?. Es sei A = (a;;) € M(3 x 3, K).
Die drei Spalten von A seien si, 59,53 € K. Dann gilt:

Sj = aijei.

3
1

(2
Wir wéhlen und eine Determinantenfunktion 9. Weil 9 im ersten Argument
linear ist finden wir:

V(s1, 82, 83) = anv(ey, S2, S3) + a1 (e, sa, 83) + az19(es, s, S3).

Wir berechnen jeden der Summanden, in dem wir die Linearitat im zweiten
Argument ausnutzen

= apapV(er, e, s3) + ajjanv(er, es, S3) + ar1ase?(es, es, s3)
+ag1a129(e2, €1, S3) + agage(ea, €2, s3) + asaza(eq, €3, S3) (56)
+agia129(es, e1, s3) + agragn(es, ea, s3) + asazaV(es, €3, S3).

Da 1} alternierend ist, ist der 1., 5. und 9. Summand auf der rechten Seite 0.
Wir berechnen den 2. Summanden weiter:

Cl116l2279(€17 €9, 53) =
ariagnaizv(er, e, €1) + ajnagnass(er, ea, e3) + arjagnassv(er, ea, e3)
= a11a22a3319(61, €2, 63)
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Nur der letzte Summand spielt eine Rolle, die anderen werden null, da die
Argumente e; und e, schon vorkommen. Wenn wir auf die gleiche Weise mit
den tibrigen Summand in (56) verfahren, so ergibt sich:

= Cl116122(13319(61, €2, 63) + a11a32a2319(€1, €3, 62) + a21012a3319(€2, €1, 63)
+ag1asza130(e2, €3, €1) + as1anassV(es, e, €2) + asiaznaizd(es, ez, €1).
Aus der Gleichung (55) ergibt sich schliefilich
= a11a22a3319(el, €2, 63) - a11a32a2319(61, €2, 63) - a21a12a3319(€1, €2, 63)
+6L216L32a1319(€1, €2, 63) + G31a12a2319(61, €2, 63) - a31a22a1319(61, €2, 63)-

Da die Funktion ¢ nur bis auf Multiplikation bis auf eine von 0 verschiedene
Konstante festliegt, konnen wir 9 so wéhlen, dass

’19(61, €9, 63) = 1
Fiir eine Matrix A € M (3 x 3, K) mit den Spalten s;, s9, s3 definieren wir
det A = ’19(81, S, 83)
= (11022033 — (11032023 — G21012033 + A21032013 + G31Q12023 — A310A22013.

Es ist leicht nachzuweisen, dass die so definierte Funktion ¢ multilinear und
alternierend ist. Wir werden das spater in einem dafiir besser geeigneten
Kalkiil tun und dadurch den Satz 45 beweisen.

Fir V = K™ wollen wir eine Determinantenfunktion 1 so wéhlen, dass
(e, ea,...,e,) = 1. Wenn A € M(n x n, K) eine Matrix mit den Spalten
S1,...,8y ist, so definieren wir die Determinante von A:

det A =9(s1,...,5). (57)

Nach dem Korollar 46 ist det A = 0, genau dann wenn Rang A < n.

Man kann Determinanten mit Hilfe von Scherungen ausrechnen. Es sei
(v1,...,v,) eine Folge von Vektoren in einem Vektorraum V. Eine Scherung
auf diese Folge anwenden, heifit den Vektor an der Stelle ¢ durch v; + Av;
ersetzen, wobei A € K und j # i beliebig gewéhlt werden konnen. Man
erhalt dann die Folge:

(Ul, e, Vim1,U; + )\’Uj, Vit1y .- ,Un).
fiir ein festes A € K, A # 0 hat man die Sequenz von Scherungen

(Ul, UQ) — (Ul + )\Uz,’l}g) — (Ul + )\’UQ, —)\_1211) — ()\UQ, —>\_1U1).
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Insbesondere kann man folgende Operationen durch eine Folge von Scherun-
gen erhalten:

(v1,v2) = (v, 11),  (v1,v2) = (Avg, A oy)

Es seien vy,...,v, € K" linear unabhangige Vektoren.

Eine Spaltenscherung auf eine Matrix A anwenden, heisst zu einer Spalte
von A das Vielfache einer anderen Spalte zu addieren. Wenn A" aus A durch
eine Spaltenscherung hervorgeht, so geht die tranponierte Matrix A’ aus ‘A
durch eine Zeilenscherung hervor, wie wir sie oben benutzt haben. Deshalb
gelten fiir Spaltenscherungen (und Spaltenoperationen) dhnliche Aussagen
wie wir sie fiir Zeilenscherungen (und Zeilenoperationen) kennen. Man kann
zum Beispiel jede Matrix durch Spaltenscherungen auf Stufenform bringen
und damit insbesondere auf obere (oder untere) Dreiecksform.

Die Determinante von A andert sich nach Lemma 43 nicht, wenn man
eine Spaltenscherung auf A anwendet.

Eine obere Dreiecksmatrix

PV T
0 )\2 * . *
0 0 0 ... M\,

mit von 0 verschiedenen Elementen auf der Hauptdiagonale kann man durch
Scherungen in die Diagonalmatrix

AM 0 0 ...00
0 X 0 ... O
D = 0 0 A3 ... O
0 0 0 ... A\

iiberfithren. Die Diagonalelemente bleiben unveréandert. Also gilt:

det P =det D = ([ \)det B, = [ A (58)
i=1 i=1

Diese Gleichung bleibt nach Satz 45 richtig, wenn eins der \; = 0 ist, da dann
Rang P < n—1. Die gleiche Formel gilt mit der gleichen Begriindung fiir eine
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untere Dreiecksmatrix. Da man eine beliebige Matrix durch Scherungen auf
Dreiecksform bringen kann, haben wir eine Methode zur Berechnung einer
Determinante.

Es sei f : V — V ein Endomorphismus. Dann gibt es ein Element
det f € K, so dass:

I(f(v1), ..., f(vn)) = (det f)d(vy, ..., v,), (59)

fiir beliebige vy, ...,v, € V. Das folgt aus Satz 45, weil die linke Seite der
obigen Gleichung multilinear und alternierend in der Argumenten vy, ..., v,
ist. Man nennt det f, die Determinante von f. Die Definition von det f ist
unabhéngig von der Wahl von 4.

Satz 47 Der Endomorphismus f: V. — V ist genau dann ein Isomorphis-
mus, wenn det f # 0.

Das folgt aus dem Korollar zu Satz 45.

Bemerkung: Essei A € M (nxn, K). Wir haben det A definiert (57). Es
sei f: K™ — K" die lineare Abbildung f(x) = Az. Dann gilt det A = det f.
Die neue und die alte Definition sind also kompatibel.

Satz 48 . Es sei
f

IT/ —V

w T w
ein kommutatives Diagramm endlich erzeugter Vektorraume. FEs sei a ein
Isomorphismus.

Dann gilt:
det(f) = det(g).

Beweis: Es sein = dimV = dim W. Man wahle eine Determinanten-
funktion ¢ auf V. Man definiere ¥ € Alt"(W, K') wie folgt:

D(wy, ... wy) = Halwy),. .., alw,)), w;eW.

Das ist eine Determinantenfunktion auf W.
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Man findet:

D(g(wr),. .., g(w,)) = J(aog(w),...,aog(w,)) =
19(foa(w{),...,foa(wn)) = det(f)a(wy),...,a(w,))

det(f)d(wy, ..., wy,).

Die vorletzte Gleichung ist die Definition von det(f). Andererseits besagt
die Definition von det(g):

Ig(wi), ..., g(wn)) = det(g)d(wr, ..., w,).
Wir sehen, dass det(f) = det(g). Q.E.D.

Korollar 49 FEs sei f : V. — V ein Endomorphismus. Dann kénnen wir
ein Koordinatensystem wdhlen o : K™ — V. Es sei A die Matriz von f in
diesem Koordinatensystem. Dann gilt

det f =det A

Das ist klar.

I"Jbung: Oft kann man eine Determinante berechnen, indem man das
Koordinatensystem geeignet wahlt: Es sei C' € M(n x n, K) eine Matrix
vom Rang 1. Man beweise, dass

det(E, + C) =1+ SpurC.

Satz 50 (Multiplikationssatz) Es seien f und g Endomorphismen eines
endlich erzeugten Vektorraumes V.
Dann gilt:
det(f o g) = (det f)(det g).

Beweis: Es seien vy, ...,v, € V beliebige Vektoren. Dann finden wir nach
(59).

I f(g(v1)),-- -, flg(va))) = (det f)d(g(vr), ..., g(va)) =
(det f)(det g)P (v, ..., v,).

Nach (59) fiir f o g folgt aus dieser Gleichung die Behauptung. Q.E.D.

Bemerkung: Es sei V = R". Es seien z,vy,...,v, € R". Unter einem
Parallelkorper P versteht man die Menge

P={z+Mvi+...+ v, | NeER 0<A<1 woi=1,...n}.
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Man definiert das Volumen eines Parallelkérpers als den Absolutbetrag:
Vol (P) = [9(v1, ..., v)].

Es sei f : R” — R"™ ein Endomorphismus. Offensichtlich ist f(P) der
Parallelkorper zu den Vektoren f(x), f(v1),..., f(v,). Daher gilt

Vol (f(P)) = | det f|Vol (P).

In der Analysis hat man den Begriff einer messbaren Menge A C R" zur
Verfligung. Dann gilt allgemeiner:

Vol(f(A)) = | det f|Vol(A).
Korollar 51 Es sei A € M(n x n, K). Dann gilt det A = det *A.

Beweis: Es sei E;j(\) eine Elementarmatrix. Sie geht durch eine Spal-
tenscherung aus der Einheitsmatrix hervor und daher gilt det £;;(A) = 1. Da
eine Zeilenscherung A’ von A durch die Multiplikation mit einer elementaren
Matrix von links entsteht, erhalten wir aus Satz 50, dass det A’ = det A. Da
sich die Matrizen ‘A und A’ um eine Spaltenscherung unterscheiden gilt
auch det 'A = det 'A’. Nach fortgesetzter Anwendung von Zeilenscherun-
gen, kann man daher annehmen, dass A eine obere Dreiecksmatrix ist. Aber
dann erhalten wir die Behauptung aus der Formel (58). Q.E.D.

Aus diesem Korollar folgt, dass det A auch eine multilineare alternierende
Funktion in den Zeilen der Matrix A ist.

Satz 52 FEs sei f : 'V — V ein Endomorphismus eines endlich erzeugten
Vektorraums. Es sei U C V eine f-invarianter Unterraum (d.h. f(U) C U).
Wir bezeichnen die Einschrainkung von f auf U mit g : U — U. FEs sei
m:V = W eine Surjektion mit dem Kern U.

Dann gibt es einen Endomorphismus h : W — W, so dass folgendes
Diagramm kommutativ ist

™

0 U > V > W 0
T
0 s U sV L W s 0.

Es gilt:
det f = (det g)(det h).
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Beweis: Wir wahlen eine Basis by,...b,, von U und erganzen sie zu einer
Basis b1, ...,b, von V. Dann ist 7(by41), ..., 7(b,) eine Basis von W.
In der Basis by, ...,b, hat die Matrix von f die folgenden Form:

A C
P—
0 B
wobei A € M(mxm, K)und B € M(n—mxn—m, K). Die Matrix A ist die
Matrix von ¢ in der Basis by, ...,b,, und die Matrix B ist die Matrix von h

in der Basis m(by11), ..., m(b,). Die Aussage des Satzes ist daher dquivalent
mit der Gleichung

A
det P = det (

; (; ) — (det A)(det B). (60)

Zum Beweis betrachten wir zunichst den Fall, wo A und B obere Dreiecks-
matrizen sind. Dann erhdlt man (60) direkt aus (58).

Den allgemeinen Fall kann man durch Spaltenscherungen darauf zurtick-
fiihren. Zunachst wendet man auf die Blockmatrix P nur Spaltenscherungen
an, an denen nur die ersten m Spalten beteiligt sind. Man erhélt dann eine

Blockmatrix der Form
P A C
~\0 B )’

Da die Determinante bei Scherungen ihren Wert nicht andert, findet man
det P' = det P und det A’ = det A. Also geniigt es die Formel (60) fiir P’ zu
beweisen. Man kann erreichen, dass A’ eine obere Dreiecksmatrix ist.

Dann wendet man auf P’ Scherungen an, an denen nur die letzten n —m
Spalten beteiligt sind. Man erhalt dadurch eine Blockmatrix der Form

P” _ A/ C/
0o B )
Wieder kann man erreichen, dass B’ eine obere Dreiecksform hat. Also gilt
(60) fiir P”. Da det P” = det P, det A’ = det A und det B = det B’ folgt die

Formel (60) auch fiir P. Q.E.D.

I"Jbung: Es sei ¢ die Determinantenfunktion auf V', so dass 9(by, ..., b,) =
1. Es sei o die Determinantenfunktion auf U, so dass o(by,...,b,) = 1. Es
sei 7 die Determinantenfunktion auf W, so dass 7((7(byy1), ..., 7(b,)) = 1.
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Dann gilt beliebige Vektoren vy,...,v, € V, so dass vy,...,v,, € U die
folgende Gleichung

Y1, .., 0n) = (V1 o, U)T(T (V1) - - - (V).

Definition 53 Es sei (V, f) eine endlich erzeugter Vektorraum V', der mit
einem Endomorphismus versehen ist. FEs sei (W,h) von der gleichen Art.
Wir sagen, dass (V, f) zu (W, h) dhnlich ist, wenn ein Isomorphismus T :
V — W ezistiert, so dass folgendes Diagramm kommutativ ist.

vV 5 W

| |
Vv S W
Die Anlichkeit ist eine Aquivalenzrelation. Ahnliche Endomorphismen haben
nach dem Korollar die gleiche Determinante.
Beispiel: Wenn wir quadratische Matrizen als Endomorphismen auffassen,

kénnen wir von ahnlich reden. Nach Definition 53 sind zwei Matrizen A, B €
M (n x n, K) &hnlich, wenn es ein kommutatives Diagramm gibt:

K —% 4 Kn

a| |5
K" —% 5 K»,
wobei die Matrix C' einen Isomorphismus definiert. Also sind A und B genau
dann dhnlich, wenn es eine invertierbare Matrix C' € M(n x n, K) gibt, so
dass
BC =CA, oder B=CAC™.

Nach dem Multiplikationsatz 50 folgt
(det B)(det C') = (det C')(det A).

Da det C' # 0, folgt det B = det A. Das wissen wir bereits nach Satz 48.

Es sei A € M(n x n, K) eine Matrix mit den Eintrdgen ay,. Wir fixieren
Indexe ¢ und j, wobei 1 < i < n. Wir streichen aus der Matrix A, die i-te
Zeile und die j-te Spalte und erhalten eine Matrix A;; € M((n — 1) x (n —
1), K).
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Satz 54 (Entwicklungssatz) FEs sei ein Index j fiziert. Dann gilt die En-
twicklungsformel nach der j-ten Spalte:

det A = Z(—l)”jaij det Az] (61)
i=1
Es sei i fiziert. Dann gilt die Entwicklungsformel nach der i-ten Zeile:

det A = Z(—l)”ja,-j det Al] (62)
j=1

Beweis: Wir zeigen zuerst die erste Formel des Satzes fiir 7 = 1. Dazu
betrachten wir zunachst den Fall, wo die erste Spalte der Matrix A der Stan-
dardvektor e; ist. Dann gilt nach (60), dass

det A = det All' (63)

Das ist (61) fiir dieses spezielle A.

Als néchtes betrachten wir den Fall, wo die erste Spalte der Matrix A der
Standardvektor e; fir ein ¢ > 1 ist. Wir vertauschen die i-te Zeile von A mit
der 1-sten Zeile und erhalten eine Matrix B. Da det auch alternierend in den
Zeilen einer Matrix ist, finden wir det B = (—1)""'det A. Man sieht, dass
A;1 = By, Also gilt unter Benutzung von (63)

det A = (—]_)i_l det B = (—1)i_1 det B11 = (—1)i_1 det Ail = (—1>i+1 det Ail-

Damit haben wir (61) fiir j = 1 bewiesen, wenn die erste Spalte von A ein
Standardvektor e; ist.

Wir betrachten jetzt den Fall 7 = 1 mit beliebiger erster Spalte von A.
Es seien sq,...,s, die Spalten der Matrix A. Dann gilt

det A = det(sy,...,8,) = Zail det(e;, sg, ... 5p).
i=1

Da wir det(e;, so, . ..5,) = (—1)"1A;; bereits bewiesen haben, erhalten wir
die Entwicklungsformel (61) fiir j = 1.

Wenn j beliebig ist, so schieben wir die j-te Spalte in die erste Spalte, in-
dem wir sie jeweils mit vorhergehenden Spalte vertauschen. Dadurch fiihren
wir die Formel (61) auf den Fall j = 1 zuriick.

Die Formel (62) folgt aus Korollar (51). Q.E.D.
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Definition 55 Es sei A € M(n x n, K) eine Matriz. Es sei A;; € M((n —
1) x (n—1),K) die Matriz, die aus A durch Streichung der i-ten Zeile und
j-ten Spalte entsteht. Wir definieren

¢ji = (=)t det A; fiiri,j=1,... n.

Die Adjunkte zu A ist die Matriz C mit dem Eintrag c;; in der j-ten Zeile
und i-ten Spalte.

Satz 56 Es sei A € M(n x n,K) eine Matriz und C € M(n x n, K) ihre
Adjunkte. Dann gilt
CA = (det A)E, = AC.

Beweis: Wir zeigen die erste Gleichung. Sie besagt, dass fiir alle Indexe k, j
gilt, dass

Z(_1>z’+k (det Aik)aij = 6kj det A.

i=1
Das folgt fiir k£ = 7 aus dem Entwicklungssatz nach der k-ten Spalte. Wenn
k # j, so ersetzt man in der Matrix A die k-te Spalte s, durch die Spalte s;.
Dann entwickelt man die erhaltene Matrix nach der k-ten Spalte in der jetzt
die Elemente a;; stehen:

n

0=1(51,.--,5,---1Sj,...5) = Zaij(—l)”k det Ajz.

i=1
Anlog gewinnt man die zweite Gleichung aus der Entwicklungsatz nach einer
Zeile oder man uberlegt, das 'C' die Adjunkte zu 'A ist. Q.E.D.

Es sei K ein Korper. Die Menge der Abbildungen von Mengen F =
Abb(K, K) ist eine K-Vektorraum. Die Multiplikation von Funktionen ist
eine bilineare Abbildung

FxF—F.

Dadurch wird F ein Ring.

Definition 57 FEs sei K ein unendlicher Korper. FEine Funktion f € F
heifst Polynomfunktion, wenn eine Zahlm € Zso und Elemente ayy, . . ., a1,a0 €
K existieren, so dass

fA) =ap A"+ ...+ aA+a, €K (64)
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Die Menge P der Polynomfunktionen sind ein K-Untervektorraum P C F.
Das ist ein Unterring, da das Produkt von Polynomfunktionen wieder eine
Polynomfunktion ist.

Die Funktionen

X¥(A) =X, s=0,1,2,3...,

sind eine Erzeugendensystem des Vektorraums P. Hier soll man s zunachst
als ein Index und nicht als Potenz auffassen. Es gilt aber

X5 X = X5t
Wir setzen
P, = L(XO, X ..., X™)
Die folgende Ubung zeigt, dass die Funktionen X* linear unabhéngig sind.

I"Jbung: Es seien &, ..., &, € K verschiedene Elemente. Man betrachte
die Polynomfunktionen:

5N =[x -&)/[[(& -4, firs=0,....m
t#s t#s
Hier durchlauft ¢ die Zahlen 0 < ¢t < m, so dass t # s. Es ist klar, dass
0s € P,,. Man berechne diese Funktionen an den Stellen &,...,&,,. Man
folgere, dass die folgende lineare Abbildung

1
P — Kmt+L

f = t(f(f(])?f(fl):af(gm))

eine Surjektion von Vektorrdumen ist. Das ist dann ein Isomorphismus, weil
dimg P,, < m + 1. Daher ist X% X!, ..., X™ eine Basis des Vektorraumes
P.n. Also kann ein von Null verschiedenes Polynom von Grad < m nicht
m + 1 verschiedene Nullstellen besitzen.

(65)

Es lohnt sich das explizit zu formulieren:

Satz 58 Es seien [ und g zwei Polynomfunktionen, die folgende Darstellun-
gen besitzen:
f(/\) = CLm)\m + ...+ CL1/\ + ag,

wobei m € N und a;,b; € K firi=1,...,m.
Es sei f(A) = g(A\) fiir m + 1 verschiedene Elemente A € K.
Dann gilt a; = b, fiir 0 <t <m.
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Korollar 59 Es seien f,g € P zwei Polynomfunktionen. Wenn f - g = 0, Grad
so qgilt f =0 oder g = 0.

Beweis: Es sei f # 0 und g # 0. Dann gibt es nur endlich viele A € K,
so dass f(A) = 0 und nur endlich viele p € K, so dass g(u) = 0. Da K
unendlich ist, findet man ein 7 € K mit f(7) # 0 und g(7) # 0. Dann gilt
(f - 9)(r) == f(r)g(7) #0. Q.E.D.

Im Anhang haben wir fiir jeden Ring R den Ring der Polynome R[X]
definiert. Es sei K ein unendlicher Korper. Dann ist die Abbildung

K[X] — P
amX™m+ ... A X+a — apX"+ .. 4+ a; X+ aeXC
ein Isomorphismus von Ringen. Deshalb brauchen wir iiber einem unendlichen
Korper K kein Unterschied zwischen Polynomen und Polynomfunktionen zu

machen. Insbesondere ist im weiteren X = X.
Wir kénnen jedes von 0 verschiedene Polynom f € K[X] in der Form

f=a,X"+ ...+ a1 X + ag, wobei a,, #0

schreiben. Die Zahl m € Z>, nennen wir den Grad des Polynoms und
schreiben m = deg(f). Wir setzen deg(0) = —oo. Dann gelten fiir zwei
Polynome f, g € K[X] die folgenden Regeln:

deg(fg) = deg(f) + deg(g)
deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}

Wenn die Grade von f und ¢ verschieden sind, so ist die letzte Ungleichung
eine Gleichheit. Die erste Gleichheit liefert einen anderen Beweis fiir Korollar

99.

(66)

["Jbung: Ein anderer Zugang zu dem Isomorphismus (65) ist die Vander-
mondsche Determinante.

L6 & ..og7 &
T S
S R
LGt €0 o G En
1 &n 2 I S ik
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Die s-te Spalte dieser Matrix ist das Bild der Polynomfunktion X* bei der
Abbildung (65). Man beweise die Formel:

detV =JJ&—-¢). 47=01,..m

Zum Beweis wendet man die folgenden Spaltenscherungen auf V' an. Man
multipliziert die vorletzte Spalte mit &, und subtrahiert sie von der letzten
Spalte. Dann multipliziert die vorvorletzte Spalte mit &, und subtrahiert sie
von der vorletzten Spalte. So fahrt man fort. Am Schlufl lautet die erste
Zeile der Matrix (1,0,0,...,0). Eine Induktion und der Entwicklungssatz
fithren zum Ziel. Wenn die &, alle verschieden sind, gilt det V' # 0. Das zeigt
uns nochmal, dass (65) ein Isomorphismus ist.

Lemma 60 Es seien a;;(\), fir i,j = 1,...,n Polynomfunktionen vom
Grad <1. Dann ist

f(A) = det(ai;(N))

eine Polynomfunktion vom Grad < n.

Ijbung: Man beweise das mit dem Entwicklungssatz.
Es sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum der Dimension n. Es sei f :
V' — V ein Endomorphismus. Man definiert das charakteristische Polynom:

X(f,A) = det(Nidy —f) = ap A" + an A"+ o+ ) + ag (67)

Hier ist idy : V' — V die identische Abbildung idy (v) = v. Die a; € K sind
Elemente, die nur von f abhangen. Man muss zeigen, dass die Determinante
in (67) eine Polynomfunktion vom Grad < n ist. Aber dazu kann man f
durch einen ahnlichen Endomorphismus ersetzen. Man kann also annehmen,
dass f = A € M(n x n, K) eine Matrix ist. Dann folgt die Behauptung {iber
den Grad aus der Ubung. Wir zeigen, dass a, = 1. Es sei A # 0 und es sei
pA = 1. Wenn wir die Gleichung (67) mit p" multiplizieren finden wir

det(idy —pf) = an + apn_1pp+ ...+ arp™ "t + agp™.

Das sind zwei Polynomfunktionen, die fiir ;1 # 0 tibereinstimmen, und daher
nach Korollar 58 auch fiir 4 = 0. Wenn man g = 0 einsetzt findet man
a, = 1. Fiir die Koeffizienten von (67) gilt:

ap = (—=1)"det f, a,_1=—Spurf, a,=1.
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I"Jbung: Man beweise diese Formeln. Fiir die mittlere Formel kann man
den Entwicklungssatz benutzen. Man beachte, dass man Determinanten, die
Polynomfunktionen vom Grad < n — 1 sind, vernachlassigen kann.

Satz 61 Es sei ein kommutatives Diagramm von endlich erzeugten Vek-
torraumen mit exakten Zeilen:

0 v —~25v 25

R

0 s U 5V 25 W » 0

Dann gqilt fir die charakteristischen Polynome:
X(f>A) = x(g, Mx(h, A).
Das folgt aus Satz 52.

Satz 62 FEs sei V' ein endlich erzeugter K -Vektorraum der Dimension n. FEs
sei f:V —V ein Endomorphismus.

Die Nullstellen seines charakteristischen Polynoms x(f, \) sind die Figen-
werte von f.

Es sei p ein Figenwert von f. Dann kann man schreiben

X(f?A) = ()‘_M)mg(/\)v mGN,
wobei g(p) # 0. Die Zahl m ist die Dimension des Hauptraumes V (u).

Beweis: Ein i € K ist genau dann ein Eigenwert, wenn der Kern des Endo-
morphismus pidy —f : V' — V nicht null ist. Nach der Dimensionsformel ist
das genau dann der Fall, wenn pidy —f kein Isomorphismus ist, also wenn
det(pidy —f) = 0.

Wir betrachten die Fittingzerlegung von g idy — f

V=V(eoWw.

Das ist eine Zerlegung in f-invariante Unterrdume, so dass die Einschriankung
von f auf W das Element p nicht als Eigenwert hat. Wir finden nach Satz
61:

X(f, A) = X(fivg Ax(fiw, A),
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wobei x(fiw, 1) # 0. Andererseits konnen wir eine Basis von V() finden, in
der die Matrix von fjy(,) obere Dreiecksform hat (Satz 27, 3):

ook kL. %
0 p *x ... x

P = 0 0 pu ... x :
0 0 0 ... u

Also gilt x(fiv(u,A) = det(AE, — P) = (A — p)™, wobei m = dim V' (1).
Q.E.D.

Satz 63 Cayley-Hamilton Es sei V' ein Vektorraum der Dimension n. Es
sei f:V —V ein Endomorphismus mit dem charakteristischen Polynom:

X(F,A) = A"+ ap A" an A+ ag.
Dann gilt im Vektorraum Homg (V, V') die Relation :
fn + an,lfnfl + ..+ CLlf + ag ldV =0

Beweis: Wir wahlen eine Basis des des Vektorraumes V. Wir koénnen dann
EndV mit dem Ring der Matrizen M (n x n, K) identifizieren. Es sei A €
M(n x n, K) die Matrix von f. Es gilt:

det\E, — A) = N"+a, N '+ ... +aA+ay, AEK,
Es sei C'(A) die Adjunkte der Matrix (AE,, — A). Dann gilt nach Satz 56:
(AE, — A)C(\) = x(\) B, (69)

Nach Lemma 60 findet man Matrizen By, By,...,B,_1 € M(n x n, K), so
dass

C(\)=Bo+BA+...+ B, A" L.

Wenn man das in (68) einsetzt, erhélt man:
(AE, — A)(Bo + BiA+ ...+ B, 1 A" Y = x(\)E,.
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Wir multiplizieren die linke Seite aus und ordnen nach Potenzen von A: zyklisch
—ABy+ (By — AB)A+ ... 4+ (By_g — AB, )N" ' 4+ B, 1 \" = x(\) E,,.

Durch Vergleich der Koeffizienten bei \' (Satz 58), ergibt sich das Gle-
ichungssystem:

(0) —AB(] = CLQEn
(1) BO - ABl = CI,lEn

(2) Bl - ABQ = CLQEn

(n'l) B — ABn—l = an_1E,
(D) Bn,.1=E,

Man multipliziert die Gleichung mit der Nummer (7) von links mit der Matrix
A, Wenn man dann alle Gleichungen addiert findet man die gewiinschte
Gleichung

0=aoF, +a1A+aA’> + ... a1 A"+ A™.

Q.E.D.

Beispiel: Es sei V' ein endlich erzeugter Vektorraum. Wir nennen f :

V. — V zyklisch , wenn ein Vektor v € V existiert, so dass V' von den
folgenden Vektoren erzeugt wird

v, f(v),..., f'(v),....

Dann gibt es eine grofite natiirliche Zahl n, so dass die Vektoren
v, f(v), ..., " (v). (69)
linear unabhéangig sind. Also findet man eine Relation
JH0) 4 b1 fPH0) 4 ..+ by f(0) + bov = 0, (70)
Aus dieser Relation folgert man, dass
v, f(V),..., " (v)
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eine Basis des Vektorraums V' ist. Andererseits folgt aus dem Satz von
Cayley-Hamilton mit den dort gewéahlten Bezeichnungen

F ) 4+ @ f" W) + ..o ayf(v) + agv = 0.

Durgh Koeffizientenvergleich findet man a; = b;.
Ubung: Wir konnen das auch ohne Cayley-Hamilton sehen. Aus der
Gleichung 70 erhalten wir die Matrix von f beziiglich der Basis 69:

00 ... 0 —b
10 ... 0 —=b

Matrix(f)=[ 0 1 ... 0 —b |. (71)
00 ... 1 —byy

Mit dem Entwicklungssatz nach der ersten Zeile berechnet man leicht
det(AE, — Matrix(f)) = A" + b, A"+ ...+ by + bo.
Also sind die b; aus 70 die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms.

Da f ahnlich zu Matrix(f) ist, folgern wir, dass zwei zyklische Endomor-
phismen mit dem gleichen charakteristischen Polynom zueinander ahnlich
sind.

Wenn umgekehrt ein Polynom

N by N A+ by

gegeben ist, so nennen wir die Matrix (71) seine Begleitmatrix. Die Begleit-
matrix B : K™ — K" definiert einen zyklischen Endomorphimsus.

fjbung: Es sei A € K. Man beweise, dass die n x n-Matrix

A1 00 ... 00
OAx10 ... 00
00 AXx1 .. 00
0000 ... A1
00 00 0 A

einen zyklischen Endomorphismus das K™ definiert. Sie ist also ahnlich zu
ihrer Begleitmatrix. Wie sieht die Begleitmatrix aus?
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1.9 Multilineare Abbildungen, Existenz der Determi-
nante

Es seien Vi,...,V,,, U Vektorraume iiber dem Korper K. Wir bezeichnen
mit Mult(V; x Vo x ... x V,,,,U) die Menge aller multilinearen Abbildungen

d:Vix...xV,—=>U

Das ist ein Vektorraum namlich ein Untervektorraum des Vektorraumes aller
Funktionen auf der Menge Vi x ... x V,;, mit Werten in U.

Es seien ¢; € Hom(V;, K'). Dann definiert man das Tensorprodukt : Das
ist die multilineare Abbildung

P R... Qb VI X...xV, = K,

die durch die Formel:

PR ... ®Pyn(V1,. . U) =O1(V1) oo O(U) € K

definiert ist.

Beispiel: Es sei U = K. Es sei ¢; : K! - K, 1 < i < ( die lineare
Abbildung, die einem Spaltenvektor z € K* seinen i-ten z; Eintrag zuord-
net. Entsprechend definieren wir auf V = K™ fiir 1 < j < m die lineare
Abbildung fj und auf W = K" fiir 1 < k < n die linearen Abbildung g, fiir
1 < k < n. Wir fixieren die Indexe i, j, k. Dann ist das Tensorprodukt die
Funktion:

& ® f; @ gela,y, 2) = zyon, z€ K ye K™, z€ K"

Es seien a”* € K (hier stehen obere Indexe, nicht Potenzen!) fiir 1 <i <
(1 <j5<m,1<k<n beliebige Korperelemente. Wir definieren

t=Y a"é® f;® g € Mult(K* x K™ x K" K).
4,7,k

Manchmal nennt man das Datum a** einen Tensor. Man konnte auch von
der (mehrdimensionalen) Matrix der multilinearen Abbildung t sprechen.
Man schreibt oft etwas nachlassiger

t= E a”kxiyjzk.

1;7j7k
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Satz 64 Es sei B; C V; eine Basis des Vektorraumes V; firi =1,...,m.
Dann ist die kanonische Abbildung

Mult(Vy x ... x V,,,U) — Abb(By X ... X By, U), (72)

die einer multilinearen Abbildung ihre Finschrdnkung auf die Menge By X
... X By, zuordnet, ein Isomorphismus von Vektorraumen.

Beweis: Wir fithren den Beweis durch Induktion nach m. Wir haben das fur
m = 1 bereits gezeigt (Satz 15). Essei pu: By X...x B,,, = U eine Abbildung
von Mengen. Wir werden zeigen, dass 1 im Bild der Abbildung (72) liegt. Fiir
ein Element b € B,, definieren wir eine Abbildung i, : By X ... x B,,_1 — U:

Nb(bla tet 7bm—1) - M(blu ce 7bm—17b)'

Dann gibt es nach Induktionvoraussetzung multilineare Abbildungen oy :
Vi x...xV,1 — U, deren Einschrankung auf B; X ... X B,,_1 mit p
iibereinstimmt.

Wir definieren eine multilineare Abbildung o : V} x ... x V,,, — U wie
folgt. Ein Element v,, € V,, hat eine eindeutige Darstellung

Um= Y _ Mb, N € B

beB’IIL
Es seivy € Vi,..., v, € V,,,. Dann setzen wir
a(vy,...,vy) = g Ao (V1 -y V1)
bEBm

Man iiberzeugt sich davon, dass « eine multilineare Abbildung ist, deren
Einschrankung auf By X ... X B,, mit u iibereinstimmt.

Das gleiche Argument zeigt auch, dass die Abbildung (72) injektiv ist.
Q.E.D.

Korollar 65 DieV; seien endlicﬁ erzeugte Vektorraume. FEs sei B; C V; eine
Basis firi =1,...,m. Fs sei B; die duale Basis, des dualen Vektorraums
Ve

Dann ist die Menge aller Multilinearformen

~

by ®...®@bn, b € B,

eine Basis des Vektorraumes Mult(V} x ... x V,,, K).
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Beweis: Es geniigt zu beweisen, dass die Einschrankung der angegebenen
Multilinearformen auf die Menge B X ... X B,, eine Basis des Vektorraumes
Abb(By X ... X By, K) ist. Das ist klar, weil die Funktion

b ®...Qby:B1X...X By — K,

in dem Element (b,...,b,) den Wert 1 annimmt, aber in allen tibrigen
Elementen der Menge By X ... x B,, den Wert 0. Q.E.D.
Wir nehmen weiter an, dass die Vektorraume Vi, ..., V,, endlich erzeugt

sind. Man kann eine Umkehrabbildung zu der Einschrénkungsabbildung (72)
hinschreiben:

~

Abb(By X ... x B,,,U) — Mult(Vy x ... x V., U)
f = Dby bmeBrxx By S (01 b )b1 @ @ b
(73)
(Wenn die V; nicht endlich erzeugt wiren, wére diese Formel interpretations-
bediirftig.)

Wir kommen jetzt auf die alternierenden multilinearen Abbildungen (52)
zuriick.

Korollar 66 FEs sei V' ein endlich erzeugter Vektorraum der Dimension n.
Es sei U ein Verktorraum. Dann gilt fiir m > n

AL™(V,U) = {0}.

Es sei & € Alt"(V,U). Wenn Vektoren v, ...,v, € V linear abhingig sind,
so gilt
O (vy,...,v,) = 0. (74)

Wenn es linear unabhingige Vektoren vy, ..., v, gibt, fir die (74) gilt, so ist
o =0.

Beweis: Es sei B eine Basis von V. Wir wollen zeigen, dass jedes ® &
Alt™(V,U) null ist. Nach Satz 64 geniigt es zu zeigen, dass die Einschrankung
von ® auf B x ... x B (hier stehen m Faktoren) null ist. Das ist richtig, da
eine Folge von m Elementen aus B notwendig zwei gleiche Elemente enthalt.
Die zweite Ausssage folgt aus der ersten, wenn man ¢ auf den Unterraum
L(vy,...,v,) einschrinkt.
Die letzte Aussage sieht man, wenn man B = {vy, ..., v,} nimmt. Q.E.D.
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Wir zeigen jetzt, wie man mit Hilfe von Satz 64 multilineare alternierende
Abbildungen
P:Vx..xV-oK, (75)

konstruieren kann.
Essei f: Bx...x B — K die Einschrankung von . Weil ® alternierend
ist, ergeben sich fiir f die folgenden beiden Eigenschaften.

Es seien iy, ..., i, € [1,d]. Wenn zwei dieser Indexe gleich sind, so muss
gelten
fbi, ..., b, ) =0, fallsi, =1, firs#t. (76)
Wenn i4,...,1,, beliebig sind, so muss fiir jede Permutation o € S,, gelten
f(bia(1)7 ey bia(m)) = (Sgn U)f(bi17 ce 7bim)- (77)

Umgekehrt sei f : B x ... x B — K eine Funktion, die die Gleichungen
(76) und (77) erfiillt. Dann gibt es nach Satz 64 eine multilineare Abbildung
® € Mult(V x ... x V, K), deren Einschriankung auf B x ... x B gleich f ist.

Lemma 67 Die multilineare Abbildung ® ist alternierend.

Beweis: Es sei 0 € S,,,. Dann definieren wir ein multilineare Abbildung
®7 € Mult(V x ... x V. K):

Q7 (v, ..., Um) = (3gn0)P(Vs1), - - -5 Vo(m))-

Nach (77) stimmen die beiden Einschrinkungen von ® und 7 auf Bx...x B
iiberein. Daher gilt ® = ®“ nach Satz 64. Also erfiillt ® die Gleichung

O(v1,...,0m) = (580 0)P(Vo(1)s - - - s Vo(m))s

fiir beliebige Vektoren vy, ....v,, € V. Wenn die Charakteristik von K nicht
2 ist, zeigt das bereits, dass ® alternierend ist (Lemma 44). Sonst kann man
die folgende Ubungsaufgabe benutzen. Q.E.D.

Ubung: Essei f € Mult(V?2, K), so dass f(wy,wy) = — f(ws, w;) fiir alle
wy,wy € V. Wenn eine Basis by, ...bs von V existiert, so dass f(b;,b;) = 0
fiir i = 1,...d, so ist f alternierend.

Wenn m > d so muss eine Funktion auf B™ = B x ... x B, die (76)
erfiillt, null sein, da in B nur d Elemente zu Verfiigung stehen. Daher folgt
aus Satz 64, dass
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Alt"™(V,K) =0 firm > dimV. (78)

Das wissen wir bereits nach Lemma 43.

Satz 68 Es sei V' ein Vektorraum der Dimension d, Dann gilt
dim AltY(V, K) = 1.

Wenn by,...,bg eine Basis von V ist, so gibt es eine eindeutig bestimmte
Multilinearform 95 € Alt*(V, K), so dass

Op(bi, ... ba) = 1.

Wir nennen g die Determinantenfunktion beziiglich der Basis B.
Beweis: Wir konstruieren zuerst die Funktion ¢g. Dazu definieren eine
Funktion
J:B* = K.

auf der Menge B* = B x B x ... x B. Wir setzen (b, ,...,b;,) = 0, wenn
zwei der Argumente b;, gleich sind. Wenn alle Argumente verschieden sind,

so ist o(k) = ix fiir k = 1,...,d eine Permutation 0 € S;. Dann setzen wir
I(biy,...,b;,) = sgno. Nach Satz 64 konnen wir ¥ zu einer multilinearen
Abbildung

Y € Mult?(V, K)

fortsetzen. Nach Lemma 67 ist 95 € AltY(V, K).
Es sei @ € AltY(V, K). Wir setzen A = ®(by, ..., bs). Aus der Definition
von alternierend (53) und aus (55) erhalten wir

(I)(bil,...,bid) — )\ﬂB(bil,...,bid).

Dann folgt aus Satz 64, dass & = \p. Q.E.D.

Als Folgerung aus dem Beweis von Satz 68 erhalt man:

Korollar 69 EsseiV ein Vektorraum der Dimensiond. Es sei B = {by,...,bs}
eine Basis von V. Es sei by,..., by € V* die duale Basis zu .
Dann gilt die Leibnizformel:

193 = Z Sgl’l(O')lA)a(l) X...Q [A)U(d). (79)

O’GSn
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Beweis: In der Tat, die Multilinearformen auf beiden Seiten der Gleichung
nehmen die gleichen Werte an fiir alle Argumente (b;,,...,b;,) € B%. Q.E.D.

Wir betrachten den Fall, wo V = K% und wo 131 =e... ,lA?d = ¢4 die
Standardbasis ist. In diesem Fall schreiben wir det = ¥p.

Die duale Basis besteht aus den Koordinatenfunktionen e; fiirs = 1,...,d:
T T
é( 2 )=z, WO 2| e K
Tq Tq

Es sei A = (a;;) € M(d x d,K). Es seien sy, ss,...,sq die Spalten der
Matrix A. Man definiert:

det A = det(sy,...,Sq).

Es gilt:
€i(s;) = ai;-
Also sagt die Leibnizformel:
det A = Zaesn sgn(a) . ég(l)(sl) . ég(?)(SQ) Lt ég(d)(sd)
=D ves, 580(0) - Ao(i)1 * Aoz * - -+ Ao(d)d

Proposition 70 Es sei A € M(d x d,K) eine Matriz und es sei 'A die
transponierte Matriz. Dann gilt

det A = det ‘A.

Beweis: Es sei A = (a;;). Nach der Leibnizformel gilt

det 'A = Z sgn(0) - A15(1) * A20(2) * - - - * Qdo(d)-

oeSy

Wenn 4 die Zahlen 1,2, ..., d durchliuft, so durchlduft ¢='(i) ebenfalls die
Zahlen 1,2, ..., d. Nur die Reihenfolge kann eine andere sein. Daher gilt

d d d
Haia(i) - Haa_l(i)va(a_l(i)) - Haa_l(i)ﬂ"
i=1 i=1 i=1
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Also kann man die Leibnizformel fiir A auch schreiben

det tA == Z sgn(a) C0o-1(1)1 " Ag=1(2)2 " - - - * Ao—1(d)d-
oeSy

Man schreibt 7 = o~ und bemerkt, dass mit o auch 7 genau einmal die

Elemente von §,, durchlaiift und dass sgn(o) = sgn(7). Dann gilt

det PA == Z Sgn(T) CQr)1 c Ar(2)2 - - Ar(d)d-

TESH

Der rechte Ausdruck in der letzten Gleichung ist nach Definition det A.
Q.E.D.

Aus dem Satz erhalten wir, dass
dim AtY(V, K) =1 fiir d = dim V.
ﬁbung: Esseil<m<d
. m d
dim Alt™(V, K) = ( )
m
fjbung: Es sei V' ein dreidimensionaler K-Vektorraum. FEs sei & €
Alt*(V, K). Man beweise, dass es einen Vektor 2 € V gibt, so dass
O (u,v) = det(z,u,v).

Wir haben bereits zum Satz 45 Folgendes erklart.

Korollar 71 FEs seien wy,...,wqg € V Vektoren. Sie sind genau dann linear
abhdngig, wenn
193(1()1, e ,wd) =0.

Beweis: Es sei C' = {wy, ..., wy} eine Basis. Dann gilt ¢ (wy, ..., wg) = 1.
Da ¥¢ = pip, fir ein p € K. Daraus folgt ¥p(wy,...,wg) # 0. Wenn
wi, ..., wy linear abhangig sind, muss die Einschrinkung von 9¥5 auf den
Unterraum L(wy,...,wg) C V identisch 0 sein, da dim L(wy,...,wg) < d
(nach (78)). Q.E.D.
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1.10 Polynomfunktionen

Es sei K ein unendlicher Korper. Es sei V' ein K-Vektorraum. Wir be-
trachten die (mengentheoretischen) Abbildungen Abb(V, K). Das ist ein
K-Vektorraum. Es sei seien ¢1,...,¢; € Hom(V,K) C Abb(V, K) lineare
Funktionen. Dann definieren eine Funktion m € Abb(V, K):

m(v) :=l1(v) ... Ly(v) € K. (80)

Hier steht auf der rechten Seite ein Produkt in K. Wir schreiben fiir diese
Funktion einfach ¢, - ... - 4,.

Der Unterraumvektorraum P(V, K') C Abb(V, K), der von allen Funktio-
nen {q -...-{,4 fiir beliebiges d und beliebige /1, ..., ¢; und von den konstanten
Funktionen erzeugt wird, heifit der Raum der Polynomfunktionen auf V. Es
ist klar, dass P(V, K) ein kommutativer Ring ist. Das Einselement ist die
konstante Funktion mit dem Wert 1 € K.

Beispiel: Es sei V = K. Eine Funktion P : K — K ist eine Polynom-
funktion, gdw. eine Zahl n € N existiert und Elemente ag,aq,...,a, € K,
so dass fiir alle A € K

P<)‘) = ap\" + an—l)\n_l + ... Fa A+ ap. (81)

Das ist die Definition (57). Mit der dort verwendeten Bezeichnung gilt P =
P(K,K).

Wir geben jetzt eine typische Anwendung von Polynomfunktionen in einer
Variablen. Es seien f:V — V und g : V — V zwei Endomorphismen eines
Vektorraums V. Dann sind die charakteristischen Polynome der Endomor-
phismen f o g und go f gleich.

In der Tat, wir nehmen zunéachst an, dass f ein Isomorphismus ist. Dann
gilt

X(fog,A) :=det(Nidy —f og) =det(f~1(Nidy —fog)o f)
=det(Aidy —go f) = x(go f, A).

Jetzt betrachten wir den allgemeinen Fall. Es sei D C K die Teilmenge aller
p € K, die kein Eigenwert von f sind. Es sei A € K fest. Dann gilt die
Gleichung

X((f —pidy)og,A) = x(go (f — pidy), A)
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fiir alle p € D. Beide Seiten der Gleichung sind nach Lemma 60 Polynom-
funktionen in p € K. Daher stimmen beide Seiten nach dem Satz 58 fiir alle
i € K iiberein. Also insbesondere auch fiir g = 0.

Essei V ein K-Vektorraum. Wenn wir d > 0 festhalten, so nennen wir den
Unteraum von P(V, K) der von allen ¢y -. .. {4 fiir beliebige /1, . .., {4 erzeugt
wird, der Raum der homogenen Polynomfunktionen P(V, K)(d) vom Grad
d. Die konstanten Funktionen auf V' sind nach Definition die homogenen
Polynomfunktionen vom Grad 0: P(V, K)(0) = K.

Es sei I’ € P(V, K)(d). Dann gilt fiir alle A € K:

F(h) = MF@), veV. (82)
Lemma 72 P(V, K) ist die direkte Summe seiner Unterrdume P(V, K)(d),d.h.
PV, K) = @Z,P(V, K)(d).

Insbesondere st eine Polynomfunktion genau dann homogen vom Grad d.
wenn die Gleichung (82) erfillt ist.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass sich jede Polynomfunktion F' eindeutig als
Summe von homogenen Polynomfunktionen schreiben lasst:

Hier ist m eine natiirliche Zahl und Fy € P(V, K)(d).

Die Existenz einer solchen Darstellung ist nach Definition klar. Es bleibt
zu zeigen, dass alle Funktionen Fj null sind, wenn F' = 0.

Wir fixieren einen beliebigen Vektor v € V. Fiir jedes A € K gilt F((\v) =
0. Wir erhalten

0="> XFyv).
d=0

Die rechte Seite ist eine Polynomfunktion in einer Variablen A\. Daher sind

alle Koeffizienten null: Fy(v) = 0. Q.E.D.
Satz 73 Es sei V' ein endlich erzeugter Vektorraum und es sei vy,..., v,
eine Basis von V. Es sei vy, ...,0, die duale Basis.

Dann sind die Funktionen 9i* - ... -0, wo y € 2%, eine Basis des Vek-

torraums P(V, K).
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Beweis: Man betrachtet den Isomorphismus K™ — V', der die Standardbasis
e; auf die Basis v; abbildet. Dadurch kann man sich auf den Fall V = K™
und v; = e; beschranken. Es sei é; die duale Basis zu Standardbasis. Dann
gilt:

éz(g) =x;, XcC K".
Es ist uiblich fur die Funktion é; : K™ — K einfach z; zu schreiben. Eine
beliebige lineare Funktion ¢ : K™ — K hat dann die Form

Uz) = a1y + agra + ...+ apxy,.

Wenn man ein Monom (80) ausmultipliziert erhélt man dass man eine Poly-
nomfunktion P : K™ — K in der folgenden Form schreiben kann

P(z) = Z oy - .ooalr wox = (zy,...,m,) € K™
tezz,

Hier bezeichnet ZZ%, C Q" die Menge aller Vektoren t = (¢y,...,t,) mit
ganzzahligen nicht negativen Komponenten ¢;. Die a;, € K sind Elemente, so
dass a; = 0 bis auf endlich viele Ausnahmen ¢ € Z% gilt. Der Satz behauptet,
dass die Funktionen 2!' 2% -. ... 2! € P(K", K) linear unabhiingig sind. Wir
beweisen eine etwas scharfere Aussage:

Satz 74 Es seien Elemente a;, by € K fir alle t € Z%, gegeben, die nur
fiir endlich wviele t verschieden von 0 sind. Es seien P,Q € P(K", K) die
folgenden Polynomfunktionen:

P(g) = Ztezgo aixilxt; et 932"7
Q(g) = Zlezgo bzxill‘EQ C et :E:ln
Angenommen es gibt eine unendliche Menge D C K, so dass fir alle x € D"
P(z) = Q(z).

Dann gilt a; = by fir alle t € Z%,.

Beweis: In dem man die Differenz P — () betrachtet, sieht man, dass man
b, = 0 annehmen kann. Wir miissen a, = 0 zeigen.
Wir fixieren eine ganze Zahl j > 0 und setzen:

_ to t
Pi(za,...,2,) = E Wity tn @y oot T,

t2,...;tn
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Es gibt eine Zahl m, so dass a4, .+, = 0 fiir j > m. Dann gilt:

P(z) = 27" Py (9, ..., 20) + 27 Py (20, ) + .o+ Po(2o,. .., 2).

(83)

Wir fixieren eine beliebigen Vektor (z, ..., ,) € D" ! und fassen die rechte
Seite von (83) als Polynom in der Variablen x; auf. Aus Satz 58 erhalten
wir, dass Pj(za,...,x,) = 0 fur alle (z2,...2,) € D"'. Durch Induktion
iber n erhalten wir a4, .+, = 0. Q.E.D.
Ein wichtiges Beispiel einer Polynomfunktion ist die Determinante det :
M(n x n,K) — K, als Funktion auf dem Vektorraum M (n x n, K). Man
kann mit der Leibnizformel (79) beweisen, dass det eine Polynomfunktion

ist. In der Tat, es sei X = (z;;) € M(n x n, K). Dann besagt (79), dass

det X = Z sgn(0)T10(1)T20(2) * - - - * Tno(n)- (84)

UES’,L

Hier steht offenbar eine Polynomfunktion. Alternativ kann man den En-
twicklungssatz benutzen, um durch Induktion nach n zu zeigen, dass det
eine Polynomfunktion ist. Da det(AX) = A"det X, ist det homogen vom
Grad n.

Abstrakter konnen wir formulieren: Es sei V' ein Vektorraum der Dimen-
sion n. Dann ist

det : End(V) — K (85)

eine homogene Polynomfunktion von Grad n auf dem Vektorraum End(V).

Satz 75 FEs sei K C L ein Teilkorper. Es sei K unendlich. Es seien A, A’ €
M(n x n, K) Matrizen. Es sei C € M(n x n,L) eine invertierbare Matriz,
so dass A = C7YA'C, d.h. die Matrizen A und A’ sind tiber dem Korper L
ahnlich.

Dann gibt es eine invertierbare Matrix B € M(n x n, K), so dass A =
B'A'B.

Beweis: Wir betrachten das homogene lineare Gleichungssystem
XA-AX=0, XeMnxn,L). (86)

Die Eintrdge von X sind die Unbekannten. Es sei V' C M(n x n, L) der
Untervektorraum der Losungen. Da die Koeffizienten des Gleichungssystems
in K liegen, gibt es Matrizen By,..., By € M(n x n, K), die eine Basis von
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V N M(n x n, K) sind. Das ist auch eine Basis des L-Vektorraumes V. Wir
suchen ein B € VN M(n x n, K), das invertierbar ist. Deshalb geniigt es zu
zeigen, dass die folgende Funktion auf K% nicht identisch 0 ist.

F(tl, Ce ,td) = det(t131 + ...+ tdBd).

Wir werden weiter unten begriinden, dass F' eine Polynomfunktion ist.

Da C' eine Losung des Gleichungssystems (86) ist, konnen wir schreiben
C =39 NBi,wo )\ € L. Esgilt F(\,..., \s) = det C # 0. Daher kann
nicht das Polynom F' nicht identisch 0 sein.

Der Satz ist bewiesen, wenn wir zeigen, dass F' eine Polynomfunktion ist.
Dazu schreiben wir F' als Kompositum von zwei Abbildungen:

det,

K - MmnxnK) — K.

(tl,...,td) — tlBl+--~+tdBd

Die erste Abbildung ist linear und die zweite ist eine Polynomfunktion (85).
Nach folgender Ubung ist F' eine Polynomfunktion. Q.E.D.

I'_'Tbung: Essei f: W — V eine lineare Abbildung von endlich erzeugten
Vektorraumen. Es sei P : V — K eine Polynomfunktion. Dann ist Po f :
W — K eine Polynomfunktion.

Satz 76 FEs seien P,Q) € P(V,K) Polynomfunktionen. FEs sei P-@Q = 0.
Dann gilt P =0 oder Q = 0.

Beweis: Wir nehmen an, dass P # 0. Wir kénnen annehmen, dass V = K™.
Wir fiithren der Beweis durch Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist das
Korollar 59.

Wie im Beweis von Satz 74 schreiben wir:

P(z) = 27"P,(xa, ..., x,) + xT‘le_l(xQ, cey ) o Po(e, . 1),
Q(z) = 27 Qp (g, ..., xy) + xT‘lQm_l(xg, ces ) oo+ Qo . Ty).

Mindestens eine der Polynomfunktionen P; muss von 0 verschieden sein. Wir
halten (za, ..., z,) fest. Wenn P;(za,...,x,) # 0, so folgt aus dem Fall einer
Variablen (Korollar 59), dass Q;(xs,...,2,) =0 fiir j=0,1,...,m.

Also gilt P,QQ; = 0 fur j = 0,1,...,m. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt daher @); = 0 und folglich = 0. Q.E.D.
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Anwendung: Es seien m,n natiirliche Zahlen. Es sei A € M(m x n, K)
und es sei B € M (n x m, K). Dann gilt

det(E,, + AB) = det(E,, + BA). (87)

Um das einzusehen nehmen wir 0.B.d.A. an, dass m < n. Wir deuten A und
B als lineare Abbildungen:

Kr A gm B gn

Wir nehmen zunécht an, dass Rang B = m, d.h. die lineare Abbildung B
ist injektiv. Zum Beweis der Formel konnen wir auf K™ und K" jeweils eine
beliebige Basistransformation durchfithren. Deshalb konnen wir annehmen,
dass B(e;) = e; fir i« = 1,...,m. Jetzt kann man die Behauptung sehr
einfach nachpriifen.

Wir betrachten jetzt den Fall, wo B beliebig ist. Es sei B’ die quadratische
Matrix aus den ersten m Zeilen von B. Wir konnen det B’ als eine Polynom-
funktion auf dem Vektorraum M (n x m, K) auffassen. Die Gleichung (87)
gilt fiir det B’ # 0. Also gilt

det B'(det(E,, + AB) — det(E,, + BA)) = 0.

Da det(E,, + AB) — det(E,, + BA) ebenfalls eine Polynomfunktion in B €
M(n x m, K) ist, folgt nach Satz 76, dass diese Polynomfunktion 0 ist. Das
beweist (87).

Es sei K ein Korper der Charakteristik 0. Es sei V' ein Vektorraum der
Dimension n. Es sei P : V — K eine Polynomfunktion die homogen vom
Grad d ist. Dann kann man schreiben

pP= iawgﬂ Y,
i=1
Man betrachte den Tensor (= Multilinearform)
M
T=>"d""e. e
i=1

Dann ist T € Mult(V x ... x V, K) eine multilineare Abbildung in d Argu-
menten, so dass



Man macht aus 7' eine symmetrischen Tensor S:

S(Ul, .. .Ud) = (1/d') Z T(Ua(1)7 e ,Ua(d)).

oESy

Dann gilt die Gleichung

P(v) = S(v,...,v) (88)
Wir zeigen jetzt, dass S durch P eindeutig bestimmt ist. Das folgt aus dem

folgenden Lemma. Wir nennen S die Polarisierung der homogenen Polynom-
funktion P.

Lemma 77 Es sei
S:Vx.. xV-=sK

eine symmetrische Bilinearform in d Argumenten, so dass S(v,v,...,v) =0
fur allev € V. Dann gilt S = 0.

Beweis: Es seien v, w beliebige Vektoren. Man betrachte die Polynom-
funktion f(A) = S(v+ Aw,...,v + Aw). Sie ist identisch 0. Daher ist der
Koeffizient von A gleich 0. Also gilt S(v,...,v,w) = 0 fir alle v,w € V. Nach
Induktion folgt, dass S(vq,...,v4_1,w) = 0 fiir beliebige vq,...,v4-1 € V.
Q.E.D.

Zusammenfassend haben wir bewiesen:

Satz 78 Es sei K ein Korper der Charakteristik 0. Es sei Sym®(V, K) der
Vektorraum aller symmetrischen Multilinearformen in d Argumenten. Es sei
S € Sym“(V,K). Dann ist P(v) = S(v,...,v) eine homogene Polynom-
funktion vom Grad d. Die Abbildung S — P ist ein Isomorphismus von

Vektorraumen:
Sym(V, K) — P(V, K)(d).

Man nennt S die Polarisierung des homogenen Polynoms P.

1.11 Bilineare Abbildungen und Dualitat

Es sei V ein endlich erzeugter Vektorraum. Es sei V* = Homg(V, K) der
duale Vektorraum. Es sei vy,...,v, eine Basis von V. Nach Satz 15 gibt es
eine Basis 0y,...,0, € V*, so dass

0i(vj) = 04
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Wir haben das die duale Basis genannt. Insbesondere folgt dim V' = dim V*.
Fir jeden Vektor v € V gilt:

v="> di(v)vi. (89)

In der Tat, man schreibt

U_i)\i'l}i, WO)\iEK.

i=1

Wenn man auf diese Gleichung o; anwendet, findet man v;(v) = A;. Wir

Gramsche
Matrix

haben v; deshalb die Koordinatenfunktionen relativ zur Basis vy, . . . , v,, genannt.

Wir betrachten bilineare Abbildungen, das sind multilineare Abbildungen
in zwei Argumenten:

OV xXW—=U.

Wir bezeichnen den K-Vektorraum der bilinearen Abbildungen mit Bil(V x
W,U). Wenn U = K, so nennen wir ® eine Bilinearform. Wir wollen eine
Bilinearform mit B bezeichnen.

B:VxW—K. (90)
Es sei V' endlich erzeugt mit der Basis vy,...,v, und es sei W endlich
erzeugt mit der Basis wy, ..., w,,, Es seien 0¢,...,0, € V* und wy, ..., w,, €

W* die dualen Basen. Dann kénnen wir B als Tensor schreiben (73)

B = ZZB(U“U}])’&Z ® l[]j.

i=1 j=1

Wir nennen G := (B(v;,w;)) € M(n x m,K) die Gramsche Matriz der
Bilinearform B. Nach Korollar 65 erhalten wir einen Isomorphismus von
Vektorraumen:

Bil(V x W, K) = M(n x m, K),

der einer Bilinearform ihre Gramsche Matrix zuordnet.
Essei V.= K"und W = K™. Es sei G die Gramsche Matrix von B
beziiglich der Standardbasen. Dann gilt

B(z,y) = "zGy.
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Ijbung: Man beweise dies durch Anwendung von Satz 64. Die rechte Seite Standardskalarprc
der Gleichung ist eine Bilinearform.
Jeder Bilinearform (90) entsprechen zwei lineare Abbilddungen:

a:V - W (91)

g:W = V* (92)
Die erste Abbildung (91) ordnet einem v € V folgendes Element ¢, € W* zu:
l,(w) = B(v,w). Die zweite Abbildung (92) ordnet einem w € W folgendes
Element ¢, € V* zu: £, (v) = B(v,w).
Umgekehrt kann man aus der Abbildung (91) oder (92) die Bilinearform
B zuriickgewinnen:

B(Ua w) = a(v)(w)’ B(Ua w) = B(w)(v)

Allgemeiner gilt der folgende Sachverhalt: I"Jbung: Essei®: VW — U
eine bilineare Abbildungen von Vektorrdumen. Fiir festes v € V' definiert ®
eine lineare Abbildung @, : W — U, wo ®,(w) = ®(v,w). Es gibt einen
Tomorphismus von Vektorrdumen (Formel von Cartan:)

T: Bil(VxW,U) = Hom(V,Hom(W,U)).
o o (v = D)

Definition 79 Man nennt die Bilinearform B nichtausgeartet in V, wenn
ein beliebiger Vektor v € V', der folgende Eigenschaft erfillt, gleich O ist.

Fiir jeden Vektor w € W gilt
B(v,w) = 0.

Entsprechend definiert man, dass B nichtausgeartet in W ist. Wenn wir
einfach sagen, dass B nichtausgeartet ist, so meinen wir, dass B in V und
W nicht ausgeartet ist.

B ist nichtausgeartet in V', wenn die Abbildung (91) injektiv ist und B
nichtausgeartet in W, wenn (92) injektiv ist.

Beispiel: Es sei V = W = K". Fir z,y € K" definieren wir das
Standardskalarprodukt B

Bz, y) = 'zy =)z
=1
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Man sieht sofort, dass B in beiden Argumenten nicht ausgeartet ist. Evaluation

Das wichtigste Beispiel einer nicht ausgearteten Bilinearform ist die Eval-
uation: Es sei V' Vektorraum

E: VxV* = K
(v,0) = {(v)

Wenn fiir ein ¢ € V* gilt, dass {(v) = 0 fiir alle v, so folgt £ = 0. Also ist £
im zweiten Argument nicht ausgeartet.

Um zu zeigen, dass £ im ersten Argument nicht ausgeartet ist, muss man
zeigen: Es sei v € Vv # 0. Dann existiert ein £ € V*, so dass £(v) # 0. In
der Tat, es sei U ein Komplementarraum zu Kv, also V = Kv @ U. Dann
liefert die Projektion V' — Kwv langs U das gewiinschte /.

Die der Evaluation entsprechende Abbildung (92) ist die Identitét: idy- :
Ve =V

Mit Hilfe der Evaluation konnen wir die Definition so schreiben

(93)

Ev (v, B(w)) = B(v,w) = Ew(w, a(v)). (94)

Satz 80 Es seienV und W Vektorraume, von denen wenigstens einer endlich
erzeugt ist. Es set B 1V x W — K nichtausgeartet in V. und in W.
Dann gilt dimV = dimW. Wenn ¢y : W — K eine lineare Abbildung

ist, so gibt es genau einen Vektor v € V. mit der Figenschaft:
l(w) = B(v,w), fir allew € W.

Wenn (1 : V — K eine lineare Abbildung ist, so gibt es genau einen Vektor
w € W mit der Figenschaft:

l1(v) = B(v,w), firallev € V.

Beweis: Man kann sich auf den Fall beschranken, wo V' endlich erzeugt ist.
Da 8 : W — V* nach Voraussetzung injektiv ist, ist dann auch W endlich
erzeugt und es gilt

dimW <dimV* =dim V.
Genauso sieht man mit Hilfe der Abbildung (91), dass

dimV < dim W.
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Also gilt dim V' = dim W. Daraus folgt, dass die beiden injektiven linearen Nullraum

Abbildungen (91) und (92) Isomorphismen sein miissen. Der Satz behauptet,

dass diese Abbildungen surjektiv sind. Q.E.D.
Bemerkung: Es seien B : VxW — K und B" : V! x W' — K

zweil Bilinearformen. Ein Isomorphismus von B nach B’ ist nach Definition

ein Paar (u,v) von Isomorphismen von Vektorrdumen: p : V. — V' und

v:W — W’ so dass
B(v,w) = B'(u(v), v(w)).

(1, v) ist ein Isomorphismus in der Kategorie der Bilinearformen. Heuristisch
sind isomorphe Bilinearformen in allen relevanten Eigenschaften gleich.

Es sei B : V. xW — K eine nicht ausgeartete Bilinearform endlich
erzeugter Vektorraume, d.h. wie im Satz 80. Dann hat man einen Isomor-
phismus von Bilinearformen B — &,. Mit den Bezeichnungen (94) ist der
[somorphismus durch das Paar (idy, 5) gegeben. Daher kann man sich auf
die Evaluation beschranken, wenn man etwas iiber B beweisen will.

Essei B:V x W — K eine Bilinearform. Wir definieren
Vo ={v eV |B(v,w) =0 fir alle w € W}.

Vo C V ist ein Untervektorraum und wir nennen ihn den Nullraum bzgl. B.
Entsprechend definieren wir den Nullraum W, C W

Wy ={we W | B(v,w) =0 fiirallev € V}.

Wir betrachten Faktorrdume V/V und W/Wj,. Dann induziert B eine
nichtausgeartete Bilinearform

B:V/Vyx W/Wy = K

Satz 81 (Dimensionsformel) Es seien V- und W endlich erzeugte Vektorrdume.
Es set
B:VxW—=K

eine Bilinearform. Wir bezeichenen mit Vo € V und Wy € W die Nullrdume.
Dann gilt
dimV —dim Vy = dim W — dim W,,.

Beweis: Das folgt aus Satz 80, weil B nicht ausgeartet ist. Q.E.D.
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Korollar 82 FEs sei V' ein endlicher erzeugter Vektorraum. Fs sei B 1V X
W — K eine Bilinearform. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

(1) B ist nichtausgeartet in V.
(i) Die Abbildung (92) W — V* ist surjektiv.

Die zweite Bedingung besagt, dass zu jeder linearen Abbildung ¢ :V — K,
ein Vektor w € W existiert, so dass

{(v) = B(v,w), fiurallev € V.

Beweis: Angenommen (i) ist erfiillt. Dann wendet man Satz 80 nich-
tausgeartete Bilinearform

B:V xW/Wy— K

an und erhalt (i7).

Umkehrt sei (i) erfiillt. Es sei v € V, so dass v # 0. Bei der Definition
der Evaluation haben wir gesehen, dass ein ¢ € V* existiert, so dass ¢(v) = 0.
Nach Voraussetzung finden wir ein w € W, so dass fiir alle v € V

(V') = B, w).

Insbesondere gilt also B(v, w) # 0. Q.E.D.

Es sei f : V. — W ein Homomorphismus von Vektorraumen. Man
definiert den dualen Homomorphismus

oWt = v,
wie folgt: Es sei ¢ € W*. Dann setzt man
[ (@) =d¢ofeV

Man nennt f* den dualen Homomorphismus. Wir driicken das mit Hilfe der
Evaluationen &, und &y aus:

Ev(v, [1(9) = Ew(f(v),9), veV, oW (95)

Wenn h: V — W ein weiterer Homomorphismus ist, so gilt

(f+h)*=f"+n", (Af)=\f*woleK.
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Es sei vy,...,v, eine Basis von V und 04, ..., 7, die duale Basis von V*.
Es sei wy, ..., w,, eine Basis von W und wy, ..., w,, die duale Basis von W*.
Die Matrizen von f und f* seien durch folgende Gleichungen definiert

fvj) = Z%’wi, [H(dn) = me@k-
i=1 k=1
Wir finden
aij = Ew (f(v;), W;) = Ev (vy, f*(w;)) = by
Also ist die Matrix von f* in den dualen Basen die transponierte der Matrix
von f.

Es sei g : U — V ein weiterer Homomorphismus von Vektorraumen.
Dann gilt:

(feg) =g of" (96)

In Matrizen entspricht das der folgenden Eigenschaft der transponierten Ma-
trix

Y(AB) = 'B 'A.

Préziser kann man Folgendes formulieren. Es sei S,, das Standardskalarpro-
dukt auf K™ und S,, das Standardskalarprodukt auf K. Es sei A : K" —
K™ wo A€ M(m x n,K). Dann gilt

Sm(Az, y) = Sp(z, Ay), ze€ K", ye K™,
Das ist naturlich klar.

Es sei V ein Vektorraum. Die Evaluation (93) definiert nach (91) eine
lineare Abbildung
ky V. — V™,

Wir schreiben sy (v) = o fiir einen Vektor v € V. Explizit ist © so definiert:
() = ¢(v), fiir alle p € V™.
Satz 83 FEs sei V' ein endlich erzeugter Vektorraum. Die Abbildung:
Ky V=V ky(v)=10
ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen.
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Beweis: Da dimV = dim V** geniigt es zu zeigen, dass die Abbildung
injektiv ist. Das folgt aus (89). Q.E.D.

Korollar 84 FEs sei f: V. — W ein Homomorphismus von Vektorraumen.
Dann ist folgendes Diagramm kommutativ:

v A% 1/*

fl lf** (97)

%% A% W **

Beweis: Wir verwenden die Bezeichnungen aus Satz 83. Es sei £ € W*.
Dann gilt nach Definition von f* fiir alle v € V

JH () () = £(f(v)).
Es sei v € V und es sei © = ky(v). Wir missen beweisen
F@)(0) = fu)(0).
In der Tat:
fH@0)€) = o(f(0)) = [ (O)(v) = £(f(v) = f(v)(0).

Die erste Gleichung ist die Definition von f** := (f*)*. Die zweite Gleichung
ist die Definition von 0. Die dritte Gleichung ist die Definition von f*. Die

letzte Gleichung ist die Definition von f(v). Q.E.D.
Ein alternativer Beweis fiir das letzte Korollar geht so. Wir wahlen eine
Basis vy, ...,v, von V und eine Basis wy,...,w, von W. Die duale Basis zu

U1,...,0, € V*in V** ist die Basis vy, ...7,. Entsprechendes gilt fir W* und
W**. In diesen Basen sind die Matrizen von xy und ky die Einheitsmatrizen.
Die Matrix von f sei A. Wir haben gesehen, dass ‘A die Matrix von f* ist.
Genauso ist die Matrix von f** := (f*)* gleich ‘( 'A) = A. Damit ist die
Kommutativitiat von (97) in den gewahlten Koordinaten offensichtlich:

AE, = E,A.

Das folgende Lemma ist eine Reformulierung der Tatsache, dass es Kom-
plementarraume gibt.
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Lemma 85 Es sei f : V. — W ein Homomorphismus von Vektorraumen.
Dann gilt

1. Die Abbildung f ist genau dann surjektiv, wenn ein Homomorphismus
s: W — V existiert, so dass f os = idy.

2. Die Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn ein Homomorphismus
t: W — V existiert, so dass to f =idy.

Beweis: Wenn s existiert, so sieht man leicht, dass f surjektiv ist und wenn
t existiert, dass f injektiv ist.

Es sei f surjektiv. Es sei L C V ein Komplementarraum zu Ker f. Dann
ist die Abbildung f : L — W immer noch surjektiv und ausser dem injektiv.
Dann ist f bijektiv und deshalb gibt es eine Umkehrabbildung g : W — L.
Das Kompositum von g mit der Inklusion L C V ist die gesuchte Abbildung
s:W—=V.

Es sei jetzt f injektiv. Dann ist f ein Isomorphismus von V auf das
Bild f(V). Daher kann man annehmen, dass V = f(V') und f die Inklusion
f(V)yCV ist.

Jetzt ist also V' ein Unterraum von W und f(v) = v fiir v € V. Es sei
M € W ein Komplementarraum von V und es sei t : W — V die Projektion
langs M. Dann gilt ¢{(v) = v und dann ¢ o f(v) = v fiir alle v € V. Das
wollten wir beweisen. Q.E.D.

Satz 86 E's sei

0 s U 2 v L w 0

eine kurze exakte Sequenz von Vektorrdumen.
Dann st

0 —— wr Ly yx 2 pr s 0

eine kurze exakte Sequenz.

Beweis: Da f surjektiv ist, findet man eine Abbildung s : W — V', so dass
fos=idwy. Nach (96) findet man daraus s* o f* = idy+ = (idw)*. Deshalb
ist die Abbildung f* injektiv. Genauso folgert man aus Lemma 85, dass ¢*
surjektiv ist.
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Man muss noch die Exaktheit der Sequenz in V* beweisen. Nach (96) orthogonale

findet man g* o f* = (f o g)* = 0* = 0. Deshalb bleibt nur noch folgendes
zu zeigen: Es sei ¢ € V* ein Element, so dass g*(¢) = 0. Dann gibt es
ein v € W* mit f*(¢vy) = ¢. Das Element ¢ ist eine lineare Abbildung
¢ 'V — K. Nach Voraussetzung ist ¢ o g = 0. Aber dann existiert nach
Satz 10 ein Homomorphismus ¢ : W — K, so dass folgendes Diagramm

kommutativ ist:
g

v—t-v—tew
| A
K
Q.E.D.
Korollar 87 FEs sei
v—2sv Lsw (98)
eine Sequenz von Vektorraumen, die in V' exakt ist.

Dann ist
W* f V* g . U*

n V* exakt.
Wenn f eine Injektion ist, so ist f* surjektiv. Wenn g eine Surjektion
ist, so ist g* injektiv.

Essei B:V x W — K eine Bilinearform. Es sei S C V ein Unterraum.
Dann definiert man einen Unterraum S+ C W:

St ={weW|B(v,w)=0fir alleve S}

S+ nennt man das orthogonale Komplement zu S. Analog definiert man fiir
einen Unterraum 7" C W das orthogonale Komplement T+ C V.

Man kann die Definition des orthogonalen Komplements auch so for-
mulieren: Es sei Bg : S x W — K die Einschrankung von B. Dann ist
S+ € W der Nullraum von Bg beziiglich des zweiten Arguments. Genauso
erhilt man T+ € V als Nullraum der Einschrinkung By : V x T — K.

Es seien S7, .5, Unterrdume von V. Dann gilt

S, CS, = S;ycSt

99
(S1+ Sp)t = St n syt (99)
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Die erste Implikation ist klar. Wir beweisen die letzte Gleichung. Die Inklu-
sion C folgt aus der ersten Implikation. Es sei umgekehrt w € Si N Sy
Dann gilt fiir jeden Vektor s = s; + s9 € S1 + Sy, dass

B(s,w) = B(s1,w) + B(s2,w) =040 =0,
d.h. we (51 + SQ)J_.

Satz 88 FEs seien V und W endlich erzeugte Vektorraum. FEs sei B : 'V X
W — K eine Bilinearform, die in'V nicht ausgeartet ist. Es seien S, S1, Sy C
V' Unterraume. Dann gilt:

dim S + dim S~ = dim W, (SH)*=S. (100)
S+ S5 = (51N S)* (101)

Beweis: Die Dimensionsformel folgt, wenn man Satz 81 auf die Einschrankung
Bg: S x W — K anwendet.

Man sieht leicht, dass S C (S+)*. Um die Gleichheit zu beweisen, kann
man W durch W/W, ersetzen. Man kann also annehmen, dass B auch in W
nichtausgeartet ist. Dann gilt dim V' = dim W. Wenn wir die Rollen von V'
und W vertauschen folgt aus der schon bewiesenen Dimensionsformel

dim(S+)* 4 dim S* = dim V = dim W.
Also gilt: dim S = dim(S*)* und da wir eine Inklusion haben auch S =
(S4)*.

Auch fiir den Beweis von 101 kann man annehmen, dass B in W nicht
augeartet ist. W nicht ausgeartet ist. Dann ist (100) auch fiir Unterrdume
T C W giiltig: T = (TH)*.

Wir setzen Ty = S und Ty = S3-. Nach (99) gilt:

(Ty + To): =T N Ty
Wir nehmen das orthogonale Komplement auf beiden Seiten der Gleichung.
St + Sy = (Ty +To) = (T NT5H)*E = (SN Sy)* .
Q.E.D.
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Bemerkung: Das Korollar gilt auch noch, wenn man die Voraussetzungen
folgendermaflen abschwacht: W ist endlich erzeugt, S ist endlich erzeugt und
die Einschrankung von B auf S x W ist nicht ausgeartet.

Es sei uq,...,u; ein Erzeugendensystem von S C V. Es sei wq,...,w,
ein Basis von W. Ein Vektor

w = Zﬁng’, § € K,
j=1

liegt genau dann im orthogonalen Komplement von S, wenn die &; dem
folgenden Gleichungssystem gentigen:

> Bluiw)& =0, fiiri=1,... ¢
j=1

Der Rang der Koeffizientenmatrix ist m — dim S+ = dim S. Das gibt uns die
Moglichkeit, dass orthogonale Komplement in konkreten Féallen zu berechnen.

Satz 89 FEs sei f : V. — W eine lineare Abbildung von Vektorrdumen. Dann
qilt:
(Ker f)* =Im f*, Ker f* = (Im f)*. (102)

Hier sind die orthogonalen Komplemente beziiglich der Evaluation &, bzw.
Ew gemommen.

Beweis: Zum Beweis der ersten Gleichung verwenden wir die exakte Sequenz
0= Kerf5VLw
Genauer meinen wir, dass diese Sequenz an den Stellen Ker f und V' exakt

ist.
Wenn wir dualisieren, erhalten wir die exakte Sequenz

w* L v S (Ker f)* — 0.

Der Kern von ¢* ist nach Definition (Ker f)+. Die Exaktheit sagt, dass dieser
Kern das Bild Im f* ist.
Zum Beweis der zweiten Gleichung betrachten wir die exakte Sequenz

VLW S W/ Inf—o.
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Dann konnen wir die zweite Gleichung aus der exakten Sequenz ablesen, die
durch Dualisierung entsteht:

0— (W/Im f)* — w* L v,
Q.E.D.

Anwendung: Es seien By : V x V' — K und By : W x W' — K nicht
ausgeartete Bilinearformen endliche erzeugter Vektorraume. Sie definieren
Isomorphismen V’ = V* und W’ = W*. Deshalb kann man so tun als
ware V' der duale Raum zu V und W’ der zu W. Es sei f : V — W ein
Homomorphismus. Der duale Homomorphismus f': W’ — V' ist durch

Bi(v, f'(w")) = Bo(f(v),w'), veV,w eW,

gegeben (vgl.(95)). Wenn man f’ vermittels der Isomorphismen V' & V*
und W’ = W* zu einem Morphismus W* — V* tranportiert, erhélt man f*.
Daher gelten die Gleichungen:

(Ker f)* =Im f/, Kerf' = (Im f)*. (103)

Wir nehmen jetzt an, dass V = V' = K™ und dass B; das Standard-
skalarprodukt ist. Genauso sei W = W' = K™ und B, das Standard-
skalarprodukt. Dann ist f : K™ — K™ die Multiplikation mit einer Matrix
A€ M(m xn, K). Die Abbildung f’: K™ — K" ist durch die duale Matrix
tA gegeben:

Bi(z, '"Ay) = By(Az,y), ze K" ye K"
Es gilt nach (103), dass

(Ker 'A)* = Im A, (104)

wobei das orthogonale Komplement beziiglich By genommen ist. Man sieht,

dass
Ker ‘A= {z]| 24 =0}.

Also gilt:
Ein Gleichungssystem



hat genau dann eine Losung z, wenn b die folgende Eigenschaft hat:

Fiir alle 2 € K™, so dass 24 =0, gilt 'zb= 0.

Man diese Tatsache auch so einsehen: Wenn eine Losung z existiert, so
gilt '2b = 0. Umgekehrt sei b mit der geforderten Eigenschaft gegeben. Es
sei § C K™ der Raum, welcher von den Spalten der Matrix A aufgespannt
wird. Die Gleichung ‘zA = 0 ist aquivalent mit z € S+ (beziiglich B,. Die
fiir b geforderte Eigenschaft besagt also b € (S+)t = S. Also liegt b in der
linearen Hiille der Spalten von A. Aber das besagt gerade, dass Az = b eine
Losung hat.

Ubung: Es seien L € K™ und R € K™ Unterrdume. Es gelte

n—dim R =m —dim L.
Man beweise, dass es eine Matrix A gibt, so dass

L={zeK™| 'zA=0}, R={yeK"|Ay=0}.

Wir betrachten jetzt den Basiswechsel. Es sei
B:VxW—K.

Wir wéhlen ein Koordinatensystem v : K™ — V und schreiben z(v) =
v~ !(v) fiir Koordinaten eines Vektors v € V. Wir wahlen ein Koordinaten-
system § : K™ — W und schreiben y(w) = §(w) fir w € W.
Dann gilt: -
B(v,w) = "z(v)Gy(w),
wobei G die Gramsche Matrix ist, beziiglich der Basen, die durch die Koor-
dinatensytem ~ und ¢ definiert werden.

Wir wéhlen weitere Koordinatensysteme 7' : K™ — V und ¢’ : K™ — W.
Dann konnen wir beziiglich dieser Koordinatensysteme schreiben:

B(v,w) = '2'(v)G"y (w)

Es seien C' € M(mxm, K)und D € M(nxn, K) die Ubergangsmatrizen,
d.h. C2'(v) = z(v) und Dy'(w) = y(w) Dann finden wir:

B(v,w) = 'z(v)Gy(w) = 'z’'(v) 'CGDy (w).
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Daraus ergibt sich, dass die beiden Gramschen Matrizen G und G’ von B kongruent
beziiglich verschiedener Koordinatensysteme wie folgt zusammenhangen:

G'= '"CGD. (105)

Beispiel: Essei V= K" und W = K". Essei B:V xW — K und es
sei G ihre Gramsche Matrix.
Der Nullraum Wj ist die Menge der Losungen des Gleichungssystems

Gy=0, yeK"

Also gilt Spaltenrang G = n — dim Wy = dim W — dim W,,. Der Nullraum V}
ist die Menge der Losungen des Gleichungssystems

‘G =0oder 'Gz =0, z€ K™

Also gilt: Spaltenrang 'G = m —dim Vj = dim V' —dim V. Weil die bilineare
Abbildung
B:V/Vox W/Wy — K

in beiden Argumenten nichtausgeartet ist, gilt dimV — dim Vy = dim W —
dim W,. Wir folgern die bereits bewiesene Tatsache:

Spaltenrang G = Spaltenrang ‘G.

Wir betrachten Bilinearformen
B:VxV oK

auf einem Vektorraum V der Dimension n. Wenn wir ein Koordinatensystem
z(v) € K™ auf V wébhlen, so gilt:

B(vi,v9) = 'z(v1)Gz(ve), v1,v9 € V.

Hier ist G € M(n x n, K) die Gramsche Matrix. Wenn 2’(v) ein weiteres
Koordinatensystem von V ist und G’ die Gramsche Matrix von B beziiglich
dieses Koordinatensystems, so gilt

G' = 'DGD, (106)

wobei D € GL,(K) die Ubergangsmatrix ist, d.h. Dz’ = 2. Wir nennen zwei
Matrizen G, G’ € M(nxn, K) kongruent , wenn es eine Matrix D € GL,,(K)
gibt, so dass die Gleichung (106) gilt. Kongruent ist eine Aquivalenzrelation.

Verschiedene Basen auf V' fiihren also zu kongruenten Gramschen Ma-
trizen von B.
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Definition 90 Wir nennen zwei Bilinearformen B : V x V — K und A : Nullraum

U x U — K kongruent, wenn es einen Isomorphimsus von Vektorraumen
a:U—V gibt, so dass

A(uy,uz) = Bla(uy), a(ug)),  fir alle uy,uy € U.

Angenommen wir haben auf U und V beliebige Basen gewéhlt. Dann sind
B und A genau dann kongruent, wenn ihre Gramschen Matrizen kongruent
sind.

1.12 Quadratische Formen

Definition 91 FEin Bilinearform B :'V xV — K heifit symmetrisch, wenn
fur alle vi,vy € V
B(Ul, U2> = B(’UQ, Ul).

Das ist der Fall, wenn eine Gramsche Matrix S von B symmetrisch ist, d.h.
g =28.

Es sei Vo C V der Nullraum von B beztiglich des ersten Arguments. Da B
symmetrisch ist, ist das auch der Nullraum beziiglich des zweiten Arguments.
Deshalb konnen wir einfach vom Nullraum einer symmetrischen Bilinearform
B sprechen.

Zu einer symmetrischen Bilinearform B betrachtet man die Funktion
Q(v) = B(v,v) (quadratische Form). Wenn 2 # 0 in K, so erhélt man
aus B wieder () zuriick:

Blo,w) = QM +w) ~ Q) ~ Q(w)) (107)

Q@ :V — K ist keine lineare Abbildung. Es gilt:
QM) = N?Q(v), fiir alle A € K.

Bemerkung: Es sei V' ein endlich erzeugter Vektorraum. Wenn man B
als Tensor schreibt (siehe (73)) sieht man, dass @ eine Polynomfunktion ist.

Es sei K ein Korper der Charakteristik 0. Dann ist ) die Polarisierung
von B im Sinne von Satz 78.
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Wir bezeichen eine symmetrische Bilinearform in diesem Abschnitt mit
(V,B). Eine Morphismus « : (Vi, By) — (V&, Bs) ist nach Definition eine
lineare Abbildung von Vektorraumen o« : Vi — V5, so dass

By (a(vy), a(wy)) = Bi(vi,wy), fir alle vy, wy € V4.

Mit diesen Morphismen bilden die symmetrischen Bilinearformen eine Kat-
egorie. Wir haben zwei quadratische Formen kongruent genannt, wenn sie
in dieser Kategorie isomorph sind. Einen Isomorphismus von symmetrischen
Bilinearformen nennen wir eine Isometrie .

Es seien (1 bzw. (), die quadratischen Formen zu B; und Bs. Eine lineare
Abbildung « : V; — V4 ist genau dann ein Morphismus (Vi, By) — (Va, Bs),
wenn

Q2(a(vy)) = Qq(v1), fiir alle vy € V4.
Das folgt aus (107).

Definition 92 FEs sei (V, B) eine symmetrische Bilinearform. Es sei V
endlich erzeugt. Wir nennen die Zahl dimV — dim V den Rang von (V, B).
Unter der Dimension von (V, B) verstehen wir dim V',

Es sei S eine Gramsche Matrix zu (V, B). Man sieht, dass der Rang von
(V, B) gleich dem Rang der Matrix S ist.

Beispiel: Das Standardskalarprodukt auf K™ ist die symmetrische Bilin-
earform B : K"x K" — K, so dass die Gramsche Matrix in der Standardbasis
die Einheitsmatrix FE,, ist.

Die quadratische Form @) zu B ist die Funktion

Q) =27+ 23+ ...+ 22,

Es sei 2K # 0. Es sei A € M(n x n) eine Matrix. Dann ist die Funk-
tion F' : K" — K, so dass F(z) = 'zAz, die quadratische Form einer
symmetrischen Bilinearform. In der Tat,

S=(1/2)(A+ tA)
ist die Gramsche Matrix dieser Bilinearform.

Essei B : V xV — K eine symmetrische Bilinearform. Wir sagen,
dass ein Unterraum S C V nicht ausgeartet ist, wenn die Einschrankung
von B auf S x S nicht ausgeartet ist. Wir sprechen auch einfach von der
Einschrankung von B auf S.
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Lemma 93 FEs sei 2K # 0. FEs sei B : 'V xV — K eine symmetrische or&hog}gﬁnale
. irekte
lemearfqrm. o - Summe
Es sei S C V ein nicht ausgearteter endlich erzeugter Unterraum. Dann
qgilt
V=5SaSs

Es sei allgemeiner V = W; @ W5 die direkte Summe zweier Unterrdume.
Wir nennen dies eine orthogonale direkte Summe , wenn W, C Wit oder
dquivalent dazu, wenn Wy C Wit

Beweis: Es sei B’ die Einschriankung von B auf S. Dann ist SNS+ C S
der Nullraum von B’. Daher gilt nach Voraussetzung, dass

SNSt=0o.

Es sei v € V. Wir definieren ¢ € S*, durch /(s)
finden wir ein ¢ € S, so dass {(s) = B'(t,s) := B(t,
gilt v —t € S*+. Wir finden die Zerlegung

= B(v,s). Nach Satz 80
s) fiir alle s € S. Also

v=t+@w—1t), tesS, (v—1t)eS

Q.E.D.

Es sei V endlich erzeugt. Esseivy, ..., v,, eine Basis von S und v,,,1, ..., 0,
eine Basis von S*. Dann ist nach dem Lemma v1, ..., v, eine Basis von V.
Da B(v;,v;) =0, wenn ¢ < m und j > m hat die Gramsche Matrix von B in
der Basis vy,...,v, die Gestalt einer Blockmatrix:

(1(;1 2’)’ Ae M(mxm,K), Ce M((n—m)x(n—m),K).

Essei B:V xV — K eine symmetrische Bilinearform. Zwei Vektoren
vy, vy € V heiBen orthogonal, wenn B(vy,vy) = 0. Eine Basis vq, ..., v, von V
heifit orthogonal, wenn B(v;,v;) = 0 fiir ¢ # j. Wenn ausserdem B(v;,v;) =
1, fir « = 1,...,n, heiflit sie orthonormal. Eine Basis ist orthogonal, wenn
die Gramsche Matrix von B in dieser Basis diagonal ist. Es sei z(v) das

Koordinatensystem zu einer orthogonalen Basis. Die quadratische Form @)
sieht dann folgendermaflen aus

Q(v) = M1 (v)* 4+ A2 (v)? + ... + Az (v)?.

Hier sind \; € K.

89



Satz 94 Es sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum uber einem Korper
K, so dass 2K # 0. Fs sei B:V xV — K eine symmetrische Bilinearform.
Dann gibt es eine orthogonale Basis von V' bezuglich B.

Beweis: Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach dimV. Wenn B = 0
so ist nichts zu beweisen. Wenn B # 0, so folgt aus (107), dass @ # 0. Also
gibt es ein v € V mit B(v,v) # 0. Es sei L = L(v). Die Einschrankung von
B auf L ist nicht ausgeartet. Daher folgt aus dem letzten Lemma:

V=LoL"
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine orthogonale Basis vs, . .., v, € L*.
Dann ist v, vy, ..., v, die gesuchte orthogonale Basis von V. Q.E.D.

Beispiel: Wir betrachten die quadratische Form auf V = Q%
Q(z) = 27 — 62129 + 1025,

Die assozierte symmetrische Bilinearform ist B : Q% x Q* — Q ist gegeben
durch:
Blei,e1) =1, Bleg,eq) =10, B(ey,e2) = —3. (108)

Wir wollen @) diagonalisieren. Vom algebraischen Standpunkt heifit das, die
quadratische Erganzung zu finden:

Q(z) = (z1 — 312)* + 3.
Man wéahlt neue Koordinaten:
Y1 =121 — 3%, Y2 = T2
Oder dquivalent dazu
r1 =y1+3Y2, Y2 = Ta. (109)
In den Koordinatensystem y hat @ Diagonalgestalt:
vt + Y- (110)

Wir ermitteln jetzt welcher Basis von V = Q? das Koordinatensystem y
entspricht: Dazu betrachten wir das kommutative Diagramm




Hier ist z(v) die identische Abbildung und C' die Matrix:

~(31)

In der Tat, die Gleichung (109) besagt gerade z = Cly.

Wegen (110) entsprechen die Standardvektoren in den y-Koordinaten
einer orthogonalen Basis von (V, B). In den z Koordinaten sind diese Stan-
dardvektoren die Spalten der Matrix C.

e1, 3e1 + es.
Das konnen wir tiberpriifen:
B(e1, e1 + 3ez) = Bley, e1) + 3B(e1, e3) = 0.
Das folgt aus (108).

Statt die quadratische Erganzung zu benutzen, konnen wir auch geometrisch
argumentieren. Da die Einschrankung von B auf £(e;) nicht ausgeartet ist,
haben wir eine direkte Summe

V =L(e)) ® L(e)".

Daher kénnen wir schreiben ey = Ae; +u, wo A € Q und u € L(e;)*. Wir
finden
B(eg,e1) = AB(e1,e1) + B(u,e1) = AB(ey, e1).

Mit (108) erhalten wir A = —3. Also ist u = 3e; + ey orthogonal zu e;. Das
ist das gleiche Ergebnis, welches wir mit Hilfe der quadratischen Erganzung
schon gefunden haben.

Beispiel: Mit den Voraussetzungen des Satzes sei K = C. Dann findet
man eine orthogonale Basis vy, ..., v, von V| so dass B(v;,v;) = 1 oder = 0.
In der Tat: Es sei B(v;,v;) = p; # 0. Man findet eine eine komplexe Zahl \;,
so dass A\? = y;. Dann gilt B(/\iivi, /\ivz) = 1. Man braucht also nur diese v;

durch %vi zu ersetzen und erhalt die gewiinschte Basis.

Die Gramsche Matrix hat in dieser Basis die Form:

(5 %)

Hier ist E, die Einheitsmatrix und r der Rang von B.
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Satz 95 Es sei K = C der Korper der komplexen Zahlen. Zwei sym-
metrische Bilinearformen (Vi, By) und (Va, By), so dass Vi und Vy endlich
erzeugt sind, sind genau dann kongruent, wenn sie die gleiche Dimension
und den gleichen Rang haben.

Das ist klar.

Fir K = R sind die Verhéltnisse gerinfiigig komplizierter. Es sei (V| B)
eine symmetrische Bilinearform, so dass V' endlich erzeugt ist. Esseivy,..., v,
eine orthogonale Basis von V. Wir konnen sie so wahlen, dass

1
B(vi,vz-) == —1
0

In der Tat, es sei B(v;,v;) = p; # 0. Es sei \; = /|p;|. Wir ersetzen v;
durch /\%vl

Definition 96 FEs sei(V, B) eine symmetrische Bilinearform tiber dem Kérper
R. Man nennt (V, B) positiv definit, wenn fiir jeden Vektor v € V., v # 0,
gilt dass

B(v,v) > 0.

Man nennt (V, B) negativ definit, wenn (V, —B) positiv definit ist. Wir be-
merken, dass eine positiv definite symmetrische Bilinearform nicht ausgeartet
ist, denn B(v,v) > 0 besagt, dass v nicht im Nullraum liegt.

Es sei G € M(n x n, K) eine symmetrische Matrix, d.h. G = ‘G. Wir
nennen G positiv definit, wenn die Bilinearform

S(z,y) = 'zGy

auf dem K™ positiv definit ist.

Es sei (V, B) eine symmetrische Bilinearform iiber R und es sei G die
Gramsche Matrix beziiglich eine Basis. Dann ist B positiv definit, genau
dann wenn G positiv definit ist.

Es sei (V, B) eine symmetrische Bilinearform. Wir nennen einen Unter-
raum W C V positiv definit, wenn die Einschrankung von B auf W positiv
definit ist. Wir nennen eine Vektor v € V' positiv, wenn B(v,v) > 0.

Das Standardskalarprodukt ist ein Beispiel fiir eine positiv definite sym-
metrische Bilinearform.
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Satz 97 (von Sylvester) FEs sei V' ein Vektorraum der Dimension n dber
R. Essei B:V xV — R eine symmetrische Bilinearform. Dann gibt es
nichtnegative ganze Zahlen v und s, r + s < n und eine orthogonale Basis
von V:

Visevos Ups Uptly ooy Upgesy Ur s 1y - - -5 Un, (111)
so dass

B(vi,vi) = 1, fir 1<i<r,

B(vi,v) = —1, fir r+1<i<r+s,

B(vi,v;) = 0, fir r+s+1<i<n.

Fiir jede andere Basis dieser Art sind die Zahlen r und s die gleichen.
Wir nennen das Paar (1, s) nichtnegativer ganzer Zahlen die Signatur der
symmetrischen Bilinearform (V, B).

Beweis: Die Existenz einer solchen Basis haben wir eben bewiesen.

Man nennt einen Unterraum W C V einen maximalen positiv definiten
Unterraum, wenn W positiv definit ist und wenn es keinen positiv definiten
Unterraum von V' gibt, der W echt enthalt.

Man sieht leicht, dass ein positiv definiter Unterraum W C V genau dann
maximal ist, wenn in seinem orthogonalen Komplement W+ C V kein Vektor
v existiert, so dass B(v,v) > 0.

In der Tat, angenommen im orthogonalen Komplement von W gibt es
keinen Vektor v, so dass B(v,v) > 0. Es sei W’ ein positiv definiter Unter-
raum, so dass W C W'. Da W nicht ausgeartet ist, kann man nach Lemma
93 schreiben:

W'=LoeW, woLcC W

Fiir jeden Vektor v € L, v # 0 gilt B(v,v) > 0. Daher gilt nach Annahme
itber W, dass L = 0. Also ist W maximal. Die Umkehrung ist jetzt ebenfalls
klar.

Wenn man eine Basis vy, ... v, wie im Satz hat, so ist L(vy,...,v,) ein
maximaler positiv definiter Unterraum, denn in seinem orthogonalen Kom-
plement L(v,y1,...,v,) liegt kein positiver Vektor.

Es seien W7 und W5 zwei maximale positiv definite Unterraume von V.
Wir werden zeigen, dass dim W; = dim W5. Nach dem was wir eben gesagt
haben, folgt dass r unabhéngig von der Wahl der Basis (111) ist. Da r + s
der Rang von B ist, ist diese Zahl ebenfalls unabhéngig von der Basis (111).
Damit wére also der Satz von Sylvester bewiesen.
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Um dim W; = dim W5 zu zeigen, betrachten wir die Einschrankung von
B:
B Wl X WQ — R.

Nach Satz 80 gentigt es zu zeigen, dass B’ nicht ausgeartet ist. Aus Symme-
triegriinden reicht es, dies fiir das Argument W; zu zeigen. Angenommen es
gébe ein wy € Wy, so dass wy # 0 und B(wq,wy) = 0 fiir alle wy € Wy, Dann
wire w; € W3 ein positiver Vektor. Das widerspricht der Maximalitiit von
Ws. Q.E.D.

Korollar 98 FEs sei (V, B) ein endlich erzeugter Vektorraum mit einer sym-
metrischen Bilinearform B. Es sei (s,t) die Signatur von (V, B).

Es sei W C V' ein Unterraum. Wir bezeichen mit (sw,tw) die Signatur
der Einschrankung von B auf W. Dann gilt:

sw <8, tw <t

Beweis: Es sei Wy C W der Nullraum von B auf W. Es sei W’ ein Komple-
ment: W = W, ® W’. Wenn man eine Basis von W’ wie im Satz 97 nimmt
und sie zu einer Basis von W ergénzt, so sieht man, dass W und W’ die
gleiche Signatur haben.

Also kann man annehmen, dass die Einschrénkung von B auf W nich-
tausgeartet ist. Es sei W+ das orthogonale Komplement von W. Dann gilt:

V=WaWw.

Die Behauptung folgt, wenn man Satz 97 auf W und W+ anwendet. Q.E.D.

Ubung: Es sei (V, B) eine symmetrische Bilinearform iiber K, so dass
V endlich erzeugt ist. Ein Unterraum W C V heifit isotrop, wenn die Ein-
schrankung von B auf W x W null ist.

Man beweise, dass zwei maximale isotrope Unterraume die gleiche Dimen-
sion haben. (Hinweis: Es sei W’ ein zweiter maximaler isotroper Unterraum.
Man betrachte die Einschrankung B, : W x W’ — K von B. Man zeige,
dass W N W’ der Nullraum beziiglich beider Argumente ist.)

Es sei B: V x V — R eine symmetrische Bilinearform tiber den reellen
Zahlen R. Es sei V' endlich erzeugt. Wir wahlen zwei verschiedene Basen
V1,0, und vy, ..., 0, von V. Wir bezeichen mit x(v) bzw. z'(v) die
Koordinaten eines Vektors bezliglich dieser Basen. Es seien S und S’ die
Gramschen Matrizen von B beziiglich dieser Basen. Es sei D € GL,(K) die
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Ubergangsmatrix: Dz’(v) = z(v). Dann gilt nach (106), dass S’ = *DSD. Hauptminoren
Wenn wir den Multiplikationssatz anwenden und det D = det ‘D beachten,
so finden wir

det S" = det S(detD)?>. (112)

Insbesondere ist das Vorzeichen von det S unabhangig von der Basis, in der
wir die Gramsche Matrix von B berechnet haben.

Wir erhalten: Es sei (V, B) nichtausgeartet von der Signatur (r,s). Dann
gilt fiir jede Gramsche Matrix S von (V, B), dass

det S =(—-1)%, e€R, e>0. (113)
Insbesondere ist det S positiv, wenn B positiv definit ist.
Es sei
S11 .- Sin
S =
Spnt -+ Snn

Wir betrachten fiir 1 < r < n die folgenden Matrizen:

Wir nennen sie die Hauptminoren von S.

Satz 99 FEs sei S € M(n xn,R) eine symmetrische Matriz. Wir betrachten
auf R™ die symmetrische Bilinearform:

B(z,y) = 'zSy

Dann ist (R™, B) genau dann positiv definit, wenn die Determinanten aller
Hauptminoren von S positiv sind.

Beweis: Wir nehmen an, dass die Determinanten aller Hauptminoren positiv
sind und zeigen, dass dann B positiv definit ist.

Es sei W = L(eq,...,e,—1) C R". Wir kénnen mit Hilfe von Induktion
annehmen, dass die Einschrankung von B auf W positiv definit ist. Die
Signatur von W ist dann (n — 1,0). Es sei (r,s) die Signatur von (R", B).
Da det S # 0 ist B nichtausgeartet und folglich » 4+ s = n Nach dem Korollar
98 ist nur s = 1 oder s = 0 mdglich. Aber im Fall s = 1 wére nach (113)
det S < 0. Also ist s = 0 und B positiv definit. Q.E.D.
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(Man folgere aus dem Hauptminorenkriterium die Ungleichung von Cauchy-
Schwarz, siehe unten.)

Essei B:V xV — K eine symmetrische nichtausgeartete Bilinearform
auf einem endlichdimensionalen K-Vektorraum. Es sei f : V — V ein En-
domorphismus. Dann gibt es genau einen Endomorphismus f*: V — V', so
dass fiir beliebige v, w € V:

B(f(v),w) = B(v, f*(w))
Satz 100 Wenn f und f* adjungdiert sind so gilt:

(f) =1
(Ker f)* =Tm f*, Ker f = (Im f*)*,
(Im f)* = Ker f*, Im f = (Ker f*)*.

1.13 Euklidische und unitare Vektorraume

Definition 101 Fin euklidischer Vektorraum (V, B) ist ein endlich erzeugter
Vektorraum V' uber dem Korper der reellen Zahlen R, der mit einer sym-
metrischen, positiv definiten Bilinearform B :V xV — R versehen ist. Wir
nennen B eine euklidische Metrik.

Es sei (V, B) ein euklidischer Vektorraum. Wenn keine Verwechslungen
zu befiirchten sind, schreiben wir

< vy, vy >:= B(vy,v9),
und erwahnen B gar nicht mehr explizit. Wir schreiben auch
<1,V >y =< U1,V2 >,

wenn mehrere euklidische Vektorraume im Spiel sind.
Das wichtigste Beispiel eines euklidischen Vektorraums ist R™ mit dem
Standardskalarprodukt:

<z, Yy >i= tgg wo z,y € R"

Wir werden einfach von dem euklidischen Vektorraum R"™ reden, wenn wir
das Standardsklarprodukt meinen.
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Wir definieren die Ldnge eines Vektors v € V als

lv| = /< wv,v>. (114)
Fir zwei Vektoren v,w € V gilt:
| <v,w > < |v|jwl (115)

In der Tat: Es seien v und w linear unabhéngig. Es sei U = L(v,w). Da
die Einschrankung der euklidischen Metrik auf U positiv definit ist, ist die
Determinante der Gramschen Matrix beziiglich der Basis v, w positiv. Also
gilt (115) mit “echt kleiner”:

<V,v> <v,w >
det ’ ’ > 0.
<w,v> <w,w>

Wenn v, w linear abhéngig sind, so sind beide Seiten von (115) gleich.
Aus (115) erhdlt man die Dreiecksungleichung;:

o+ w] < o] + Jel.

Man definiert den Winkel o = Z(v,w) zwischen zwei Vektoren v, w €
V'\ {0} als die Gradzahl zwischen 0° und 180°, so dass
< >
cosa = 207 (116)
[ol|w]
Man beachte, dass nach (115) die rechte Seite dieser Gleichung im Intervall
[—1, 1] liegt.
Nach dem Satz von Sylvester besitzt ein Euklidischer Vektorraum (V, B)
eine orthonormale Basis. Orthogonale Basen kann mit der Schmidtorthogo-

nalisierung konstruieren. Es sei vy,...,v, eine beliebige Basis von V. Man
konstruiert schrittweise Vektoren wy, ..., w,, die orthogonal sind, und so dass
L(vi,...,v) = L(ws,...,w,). (117)
Fir » = 1 wahlt man v; = w;. Angenommen w,...,w, waren bereits
konstruiert.
Dann setzt man: .
Wpy1 = Upa1 + Z )\iwi, (118)
i=1
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und bestimmt die \; € R, so dass B(w,;1,w;) = 0 fir ¢ < r. Da die w;
flir ¢+ < r schon orthogonal sind, findet man die \; aus den Gleichungen

0 = B(wys1, w;) = B(vpy1,w;) + N B(w;, w;). Wir sagen, dass wy, ..., w, aus
V1, ..., 0, durch Schmidtorthogonalisierung entsteht.

Am Schluss kann man noch w; durch w; = w;/(\/B(w;,w;)) ersetzen.
Dann erhédhlt man eine orthonormale Basis w1, ..., w,.

Wenn B nicht positiv definit ist, kann das Verfahren versagen, da B(w;, w;)
0 moglich ist.

Die Schmidtorthogonalisierung hat folgende Interpretation mit Hilfe von
Matrizen. Essei s € V ein Vektor. Es seien z(s) seine Koordinaten beziiglich
der Basis vy, ..., v, und es seien y(s) seine Koordinaten beziiglich der Basis
wy, ..., w,. Essei U= (uy) € GL,(R) die Ubergangsmatrix, d.h. y(s) =
Uz(s). Anders ausgedriickt sind die u;; durch die folgenden Gleichungen
bestimmt

n
vj:E ujw;, J=1,...,n.
i=1

Diese Gleichung besagt, dass die y-Koordinaten des Vektors v; gerade die
Eintrage der j-ten Spalte der Matrix U sind. Ein Vergleich mit den Gleichun-
gen (117) zeigt, dass U eine obere Dreiecksmatrix ist, auf deren Diagonale
Einsen stehen.

Es sei G die Gramsche Matrix von B beziiglich der Basis vy,...,v,. Es
sei H die Gramsche Matrix von B beziiglich der Basis wy,...,w,. Wegen
B(w;,w;) = 0 fiir i # j ist Da dies eine orthogonale Basis ist H eine Diago-
nalmatrix. Da B positiv definit ist, sind die Eintriage auf der Diagonale von
B positiv. Es gilt nach Definition

B(s,t) = 'y(s)Hy(t) = ‘a(s) ‘UHUz().

Folglich gilt G = 'UHU.

Offensichtlich gibt es eine Diagonalmatrix D mit D?> = H. Wenn also
G € M(n x n,R) eine symmetrische positiv definite Matrix ist, so existiert
eine obere Dreiecksmatrix T € GL,(R), so dass G = 'T'T. In der Tat
T = DU erfiillt das.

I"Jbung: Man beweise, dass det U = 1. Insbesondere gilt det G = det H.
Man beweise, dass B(w, 11, w,+1) < B(vy41,v,41). Man folgere, dass

det G < HB(%%)-

i=1
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Es sei V ein euklidischer Vektorraum und W C V ein Unterraum. Dann
hat man nach Satz 94 eine orthogonle Zerlegung:

V=WaoWw.

Die Projektion py : V. — V von V auf W lings W+ nennen wir die orthog-
onale Projektion von V' auf W. Es gilt:

pw(v) €W, v—pw(v) € w.

Man kann die Projektion py, so berechnen: Man verschafft sich eine orthonor-
male Basis uq,...,u, von W. Man macht den Ansatz

pw(’U) = Z )\iui; )\z € R.
=1

Die Koeffizienten gewinnt man aus \; =< pw (v), u; >=< v, u; >.

Definition 102 Es seien V und W euklidische Vektorraume. Ein Isomor-
phismus ¢ : V. — W wvon Vektorraumen heifit eine Isometrie, wenn

< P(v1), p(vg) >=< 1,09 > v1,v9 € V. (119)

Wenn dim V' = dim W ist, so folgt aus (119) automatisch, dass ¢ ein Isomor-
phismus sein muss.

Es sei vy, ..., v, eine orthonormale Basis von V. Wenn ¢ eine Isometrie
ist, so ist ¢(v1), ..., ¢(v,) eine orthonormale Basis von W. Wenn wy, ..., w,
eine orthonormale Basis von W ist, so ist die eindeutig bestimmte lineare
Abbildung ¢ : V' — W, mit ¢ (v;) = w; eine Isometrie.

Wenn also V und W euklidische Vektorraume der gleichen Dimension
sind, so gibt es eine Isometrie ¢ : V' — W.

I"Jbung: Es sei V' ein euklidischer Vektorraum der Dimension n. Es seien

{0}=VocVic...CcV,,CV,=V
{0}=VycV/c...cV,_,CcV. =V,

zwei volle Fahnen von V, d.h. dimV; = dim V; = 4.
Man beweise, dass eine Isometrie ¢ : V' — V existiert, so dass ¢(V;) = V.
(Hinweis: Gram-Schmidt.)
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Ein kartesisches Koordinatensystem auf einem euklidischen Vektorraum Kkartesisches

V ist eine Isometrie y : R™ — V. Die Bilder der Standardvektoren y(e;), ..., ( Eord1natensys1
. . . . . . n
sind eine orthonormale Basis von V. Auf diese Weise entsprechen sich or- chuns
orthogonale

thonormale Basen und kartesische Koordinatensysteme von V' bijektiv. Ein  \fatrix
euklidischer Vektorraum besitzt also stets ein kartesisches Koordinatensys-
tem.

v:R" —= V. (120)

Eine Isometrie ¢ : V' — V heifit Drehung , wenn det U = 1.
Eine Matrix U € GL,(R) definiert genau dann eine Isometrie R* — R",
wenn
< Uz, Uy>=<uz,y>, furallez,yeR"

Diese Gleichung besagt, dass ‘UU = E,,. Eine solche Matrix U heifit orthog-
onale Matriz . Eine Matrix U € GL,(R) ist genau dann orthogonal, wenn
ihre Spalten die Lange 1 haben und paarweise orthogonal sind. Man kann
also orthogonale Matrizen finden, in dem man das Gram-Schmidt-Verfahren
anwendet.

Ubung: Man finde eine orthogonale Matrix U € M (3 x 3, R), deren erste
Spalte der folgende Vektor ist:

Wl Wi Wiy

Es sei
a c

eine orthogonale Matrix. Da die Linge der Spaltenvektoren 1 ist, folgt a® +
b =1und ¢ +d? = 1. Es gilt

(2)==((2)) ==((2)

Wenn man berticksichtigt, dass die Langen der auftretenden Vektoren 1 sind,
so erhilt man bei festen reellen Zahlen a und b mit a® + b? = 1 die folgenden
Moglichkeiten fiur U:

a —b a b
U_<b a) oder U_<b —a)
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Die zweiten Spalten dieser beiden Matrizen sind genau die beiden Vektoren metrisch

der Léange 1, die zu ‘(a,b) orthogonal sind. kongruent
Im ersten Fall gilt detU = 1 und im zweiten Fall detU = —1. Da

a’ + b* = 1 die Punkte auf (a,b) dem Einheitskreis beschreibt gibt es genau

einen Winkel «, so dass 0° < a < 360°, so dass a = cosa und b = sina.

Man definiert die Drehung D(«) : R*? — R? um den Winkel « als die lineare

Abbildung, die durch die Matrix

D(a) = ( cosa —sina ) . (121)

sin « CcoS &

Aus den Additionstheoremen fiir die Winkelfunktionen ergibt sich, dass
D(a) o D(B) = D(a + B).

Im zweiten Fall gilt U? = 1. Daher hat U zwei Eigenvektoren

() (57

zu den Eigenwerten 1 bzw. —1. Wenn man diese Vektoren auf die Lange 1
normiert, erhélt man eine orthonormale Basis von R? in der

(o)

die Matrix von U ist.

1.14 Hauptachsentransformation und Spektralsatz

Auch in diesem Abschnitt geht es fast ausschlieflich um R-Vektorraume.

Es seien V und W zwei euklidische Vektorraume. Essei By : V xV — R
und By : W x W — R zwei Bilinearformen. Wir nehmen nicht an, dass B;
die positiv definiten Bilinearformen sind, die auf V und W vorgegeben sind,
sondern die B; sind ganz beliebig. Wir nennen B; und By metrisch kongruent
wenn eine [sometrie ¢ : V' — W von euklidischen Vektorraumen existiert, so
dass

By (o(v1), p(v2)) = By(vy,v9), fir alle vy, vy € V. (122)

AuBerdem gilt fiir ¢ auch (119), weil ¢ eine Isometrie ist.

101



Zwei quadratische Formen ()7 auf V und @) auf W heiflen metrisch kon-
gruent, wenn eine Isometrie ¢ : V. — W von euklidischen Vektorraumen
existiert, so dass

Q2(0(v)) = Q1(v), fiir allev € V.

Es ist natiirlich das Gleiche zu sagen, dass die assoziierten symmetrischen
Bilinearformen metrisch kongruent sind. Z.B. sind die quadratischen Formen
auf dem R?:

2 2
Qi(z) =23 + 135, Qa(z) = % + %,

zwar kongruent, aber nicht metrisch kongruent. Der Satz von Sylvester liefert
die Klassifikation von quadratischen Formen bis auf Kongruenz (d.h. man
vergisst die euklidische Struktur). Wir fragen jetzt nach der Klassifikation
der quadratischen Formen bis auf metrische Kongruenz.

Es sei V ein euklidischer Vektorraum. Es sei ()1 eine quadratische Form
auf V und B; die assozierte symmetrische Bilinearform. Dann gibt es eine
eindeutig bestimmte lineare Abbildung a; : V' — V so dass

By (v1,v9) =< ay(v1),v9 > fiir alle vy, v € V. (123)
Da B; symmetrisch ist, gilt die Gleichung:
< ai(vy),ve >=< vy, a1(vg) > fiir alle vy, v, € V. (124)

Ein Endomorphismus «; eines Euklidischen Vektorraums V', der (124) erfiillt,
heifit selbstadjundiert . Umgekehrt definiert ein selbstadjundierter Endo-
morphismus «; durch die Formel (123) eine symmetrische Bilinearform oder
aquivalent dazu eine quadratische Form.

Es sei W ein weiterer Euklidischer Vektorraum. Es sei B, eine sym-
metrische Bilinearform auf W und es sei oy : W — W der assozierte selbsad-
jundierte Endomorphismus. Es sei ¢ : V' — W eine Isometrie. Dann ist die
Gleichung (122) genau dann erfiillt, wenn folgendes Diagramm kommutativ
ist

Vv 25V

% ¢>l (125)
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Man kann sagen, dass oy und ap metrisch ahnlich sind. In der Tat, angenom-
men die Gleichung (122) gilt. Dann finden wir fiir beliebige Vektoren v € V'
und w € W:

< poai(v),w >=< a1(v),¢" (w) >= Bi(v, ¢~ (w)) = Ba(d(v), w)
=< azop(v),w >.

Die erste Gleichung gilt, weil ¢ eine Isometrie ist, und die dritte Gleichung
gilt nach (122). Da die Gleichungen fiir alle w € W gelten, folgt die Kom-
mutativitdt von (125). Genauso sieht man, dass diese Kommutativitit die
Gleichung (122) impliziert. Die Behauptung, dass B; und By metrisch kon-
gruent sind, ist also aquivalent zu der Behauptung, dass die Endomorphismen
o1 und ag metrisch ahnlich sind.

Lemma 103 Ein Unterraum W C V ist genau dann o;-invariant, wenn
By(u,w) =0, fir allew e W+, weW. (126)
In diesem Fall ist auch W+ invariant bei oy .
Beweis: Es sei a;(W) C W. Dann finden wir
By (u,w) =< u, a;(w) >= 0.
Umgekehrt sei (126) erfiillt. Es sei w € W. Dann gilt
<u,ay(w) >= By(u,w) =0, fiir alleu € W+,

Also ist ap(w) € (W)t =W (Satz 88).

SchlieBlich zeigen wir, dass a; (W) € W+, Das folgt aus dem Bewiese-
nen, wenn wir in (126) die Rollen von W und W+ vertauschen. Q.E.D.

Ein Vektor v € V, v # 0 ist also genau dann ein Eigenvektor von ay,
wenn

By (u,v) = 0, fiir alle u € L(v)*.
Wenn A\ der Eigenwert ist, so gilt

By(v,0) =< a1 (v),v >= A <v,v>.

Korollar 104 FEs sei vy, ... v, eine orthogonale Basis des Euklidischen Vek-
torraums V. Dann sind die folgenden Bedingungen daquivalent:
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1. Es gilt By(v;,vj) =0 fiir alle i # j. Spektralsatz
Hauptachsentrans

2. Alle Vektoren vy, ...,v, sind Eigenvektoren fir a;.

Der folgende Satz heifit Spektralsatz , wenn man an «q denkt und er heifit
die Hauptachsentransformation , wenn man an B; denkt.

Satz 105 EsseiV ein Euklidischer Vektorraum. Es sei By eine symmetrische
Bilinearform aufV und es set oy der assoziierte selbstadjungdierte Endomor-
phismus.

Dann gibt es eine orthogonale Basis vy,...v, des Fuklidischen Vektor-
raum V', die die dquivalenten Bedingungen von Korollar 104 erfillt.

Beweis: Wir beweisen das durch Induktion nach n. Es geniigt zu zeigen,
dass ein selbstadjungdierter Endomorphismus stets einen Eigenvektor be-
sitzt.

In der Tat, es sei vy ein Eigenvektor von «q. Dann gilt

Bl (Ul, L:(Ul)J_) = 0.

Durch die Einschrinkung von <, > auf £(v;)* ist £L(v;)* ein Euklidischer
Vektorraum der Dimension n—1. Also gibt es nach Induktionsvoraussetzung
eine orthogonale Basis vy, ... v, von L(v;)*, so dass B(v;,v;) = 0 fiir i # j
und 2 < 4,j. Also ist vy,...v, die gewiinschte Basis.

Es bleibt zu zeigen, dass es einen Eigenvektor gibt. Wir wahlen eine
Isometrie v : R” — V. Wir definieren die Matrix A durch das kommutative
Diagramm

Vv =V

T

R" —1 R".
Dann ist A selbstadjungdiert beziiglich des Standardskalarprodukts auf R™.
Folglich ist A € M(n x n,R) eine symmetrische Matrix, d.h. ‘A = A. Wir
wollen zeigen, dass es einen Eigenvektor v € R™ von A gibt. Dazu fassen
wir A als Matrix tiber den komplexen Zahlen auf: A : C* — C". Da das

charakteristische Polynom von A eine Nullstelle ;4 € C hat, gibt es einen
Eigenvektor z € C", so dass



Wir multiplizieren diese Gleichung von links mit ‘z. Der obere Querstrich
bedeutet, dass wir die Eintrage von z durch die komplex konjugierten Zahlen
ersetzt haben. Wir erhalten:

'zAz=p 'zz. (127)

Man sieht leicht, dass sowohl !zZz als auch ‘zAz reelle Zahlen sind. In der
Tat der letzte Ausdruck verdandert sich nicht, wenn man in transponiert:

'ZAz= "2'Az = "2Az.

Die letzte Gleichung gilt, da A = A und A = *A. Also ist die linke Seite von
(127) gleich ihrem komplex Konjugierten und daher reell.

Dann ist aber p eine reelle Zahl. Da det(uE, — A) = 0 muss es dann
auch einen reellen Eigenvektor v € R" geben. Q.F.D.

1.15 Drehungen eines euklidischen Raumes

Satz 106 FEs sei V' ein Fuklidischer Vektorraum. FEs ser f :'V — V eine
Drehung von V. Dann ¢ibt es eine orthonormale Basis von V', in der die
Matrix f die folgende Gestalt hat:

1

D(ay) (128)

D(ay)
Hier sind oy, .. .,ar Winkel aus dem offenen Intervall (0,360). Die Anzahl
der Einsen in der Matriz und die Winkel bis auf thre Reihenfolge, sind durch

f eindeutig bestimmt. Die D(a;) € M(2x 2,R) sind die Matrizen aus (121).
Bis auf die Einsen und die D(cy;) stehen in der Matrixz Nullen.

Wir beweisen zunéchst:

105



Lemma 107 FEs sei V ein endlich erzeugter R-Vektorraum. Es sei f:V —

V' ein Endomorphismus. Dann gibt es einen f-invarianten Unterraum W C
V', so dass W # 0 und dimW < 2.

Beweis: Wenn f einen Eigenvektor besitzt, so ist das Lemma klar. Wir
setzen deshalb voraus, dass das charakteristische Polynom von f keine reellen
Nullstellen besitzt.

Im allgemeinen konnen wir ein Koordinatensystem wahlen und annehmen,
dass V = R". Dann ist f durch eine Matrix A € M(n x n,R) gegeben.

Wir fassen wie im letzten Paragraphen A als Endomorphismus von C"
auf. Dann hat A einen Eigenvektor z € C™:

Az =pz, peC

Nach der Bemerkung am Anfang ist p keine reelle Zahl. Wenn wir auf die
letzte Gleichung die komplexe Konjugation anwenden und beriicksichtigen,
dass A = A, so erhalten wir
Az = pz.

Da ji # p, sind die beiden Vektoren z und z linear unabhéngig iiber C. Das
folgt, weil die Vektoren zu verschiedenen Hauptraumen von A gehoren. Es
ist aber eine leichte ﬂbung das direkt zu verifizieren.

Es sei W = Lc(z,2) € C™. Das ist eine zwei dimensionaler A-invarianter
Unterraum. Eine weitere Basis von W sind die Vektoren

wy =2z +2z, wyi=V-1(z - 2).

Diese Vektoren liegen in R™ C C™. Sie bilden eine Basis des A-invarianten
reellen Vektorraums W = W N R".
In der Tat, es sei w € W. Da w1, w, eine Basis von W sind, kénnen wir
schreiben
w = A\wi + Xwsy, wo, \; € C. (129)

Alle Vektoren liegen in C". Deshalb kénnen wir auf die letzte Gleichung die
komplexe Konjugation anwenden. Es gilt w = w, w; = wy wy = ws,, denn
diese Vektoren liegen in R"™. Also folgt aus (129)

w = Xlwl + XQIUQ.

Aber dann muss \; = \; gelten, d.h. die Zahlen A\; und \, sind reell.
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Damit ist W = Lg(wy,wy). Da W auch A-invariant ist, sind wir am Ziel.
Q.E.D.

Jetzt kommen wir zum Beweis des Satzes:

Wir beweisen zunéchst eine etwas andere Aussage:

(*) Essei f:V — V eine Isometrie. Dann gibt es eine orthonormale Basis
von V, in der die Matrix von f die Gestalt (128) hat, wobei wir die
Einsen durch +1 ersetzen.

Wir beweisen das durch Induktion nach dim V. Fiir den Induktionsschritt
benutzen wir folgende Tatsache. Es sei W C V ein f-invarianter Unterraum.
Dann ist auch W+ ein f-invarianter Unterraum. In der Tat, es sei u € W+,
Wir miissen zeigen, dass

< f(u),w >= 0, fir alle w € W.

Es ist klar, dass die Einschrankung von f auf W ein Isomorphismus ist.
Deshalb gilt w = f(w') fiir ein w’ € W. Wir finden

< flu),w >=< f(u), f(w') >=< u,w >=0,

da f eine Isometrie ist. Also gilt f(W+) c W+.
Angenommen f hat einen reellen Figenwert A, so gilt A = +1. Es sei
namlich v € V' ein Eigenvektor:

f(v) = Av.

Da die Langen der Vektoren auf beiden Seiten der Gleichung iibereinstimmen,
sieht man |\| = 1.

Es sei W = L(v). Wir wenden die Induktionsvoraussetzung auf die Ein-
schrinkung von f auf W+ an und haben die Aussage (*) bewiesen.

Wenn f keinen reellen Eigenvektor besitzt, so nehmen wir einen zweidi-
mensionalen invarianten Unterraum W C V. Wir schreiben die Matrix der
Einschrankung von f auf W in einer orthonormalen Basis von W. Da es
keine reellen Eigenwerte gibt kommt nur eine Matrix der Form D(«) (vgl.
(121) infrage.

Jetzt brauchen wir nur noch die Induktionsvoraussetzung auf das orthog-
onale Komplement von W anzuwenden und haben (*) vollstdndig bewiesen.
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Jetzt sei f eine Drehung. Wenn wir die Determinante der in (*) beschriebe-
nen Matrix nehmen muss 1 herauskommen. Also ist die Anzahl der —1 auf
der Diagonale gerade. Wir fassen immer zwei zu einem Kastchen zusammen

(o)

Aber diese Matrix ist die Drehung D(180°). Damit ist bewiesen, dass eine
othonormale Basis existiert, wie in Satz 106 behauptet wird.

Wir miissen noch zeigen, dass die «; bis auf Permutation eindeutig bes-
timmt sind. Das folgt, wenn man das charakteristische Polynom der Matrix
ausrechnet:

k
XN = A =D T =) (n = e7)
j=1
Hier ist ¢ = /—1 und ¢ ist die Anzahl der Einsen in (128). Q.E.D.

Es sei A € M(3 x 3,R) eine orthogonale Matrix, so dass det A = 1. Nach
unser Definition ist A eine Drehung des R3. Nach dem Satz 106 gibt es eine
orthogonale Matrix U € M(3 x 3,R), so dass

1 0 0
"WWAU=U"'AU = | 0 cosa —sina |. (130)

0 sina cosao

Die Matrix auf der rechten Seite ist also sowohl ahnlich als auch kongruent zu
A. Es sei A # E3. Wir schen aus (130), dass der Eigenraum zum Eigenwert
1 von A die Dimension 1 hat. Man nennt den Eigenraum die Drehachse von
A.

Ubung: Es sein A = (a;;). Wenn A% # 1, so wird die Drehachse von A
von dem folgenden Vektor ezeugt:

a3z — Q23
@13 — 31
Q21 — Q12

Hinweis: Unter Benutzung des Vektorprodukts zeigt man z.B. folgende Gle-
iChUIlgI a32 = —A11093 + A13G21.

Den Drehwinkel a, 0 < o < 360° nennen wir den Drehwinkel der Drehung
A. Es ist leicht seinen Kosinus zu berechnen

cosa = %(SpurA —1).
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Diese Formel folgt unmittelbar aus (130).

1.16 Orientierung, Vektorprodukt

Es sei V' ein Euklidischer Vektorraum der Dimension n. Essei ¢ : V — V
eine Isometrie. Wenn wir auf V' ein kartesisches Koordinatensystem wéhlen,
ist die Matrix von ¢ eine orthogonale Matrix. Folglich gilt

det ¢ = £1.

Definition 108 FEin Orientierung auf V ist eine Determinantenfunktion
¥ € Alt"(V,R), so dass fiir jede orthonormale Basis vy, ...,v, von V gilt,
dass

I(vy,...,v,) = £1. (131)

Wenn wir eine orthonormale Basis wy, ..., w, wahlen gibt es genau eine De-
terminantenfunktion ¥, so dass 9(wy, ..., w,) = 1. Jede andere orthonormale
Basis von V hat die Form ¢(wy), ..., ¢(w,), wobei ¢ eine Isometrie ist. Daher
erfiillt ¢ die Bedingung (131). Wir sehen daraus, dass es auf einem Euklidis-
chen Vektorraum genau zwei Orientierungen gibt. Drehungen erhalten die
Orientierung aber Spieglungen nicht.

Wenn eine Orientierung gegeben ist, so nennen wir eine orthonormale
Basis vy, ..., v, positiv orientiert, wenn ¥(vq,...,v,) = 1 und sonst negativ
orientiert.

Der folgende Sachverhalt liegt auf der Hand, aber es lohnt sich ihn nochmal
zu formulieren:

Satz 109 Es sei V' ein Fuklidischer Vektorraum mait einer Orientierung v.
Es sei vy, ..., v, eine positiv orientierte orthonormale Basis von V.

Eine lineare Abbildung f : V. — V ist genau dann eine Drehung, wenn
f(v1),..., f(v,) eine positiv orientierte orthonormale Basis von V.

Es sei umgekehrt wy, ..., w, eine positiv orientierte orthonormale Basis
von V. Dann gibt es genau eine Drehung f :V — V', so dass f(v;) = w;.

Essei V ein dreidimensionaler Vektorraum. Wir wahlen eine Orientierung
¥ auf V. Wir definieren eine bilineare Abbildung

VxV — Vv

(v,w) +— VvXw
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Der Vektor v x w € V ist durch folgende Bedingung bestimmt:
Fir alle Vektoren x € V gilt:

<vXxXw,x>=73(v,w,z). (132)

Die Existenz von V' x W ergibt sich aus Satz 80. Man beweist leicht, dass
v X w in den beiden Argumenten v und w linear ist. Es gilt

v X w=—w X v, und insbesondere v x v =70.
Es sei vy, v9, v3 eine positiv orientierte orthonormale Basis. Dann gilt
V1 X Vg =703, VU XVU3z=7"V1, V3 X7V = Vs. (133)

In der Tat, wir verifizieren die erste Gleichung. Nach (132) muss man be-
weisen, dass fir alle x € V:

< g,z >= det(vy, v, ).

Es gentigt die Gleichung fiir x = vy, * = vy und x = v3 zu verifizieren. Das
ist klar.

I"Jbung: Man beweise, dass das Vektorprodukt nicht assoziativ ist.
Satz 110 FEs set V' ein euklidischer Vektorraum der Dimension 3. Es seien
v,w,z € V. Dann gilt

(VX w)xz=<v,2z>w—<w,z> 0.

Beweis: Beide Seiten der Gleichung sind multilineare Abbildungen V' x V' x
V' — V. Deshalb reicht es nach Satz 64, zu zeigen, dass beide Abbildungen
auf einer Basis von V iibereinstimmen. Wir wahlen eine orthonormale Basis
Uy, ug,u3 von V. Es reicht die Gleichung in dem Fall zu verifizieren, wo
v,w,z € {uy,uz,uz}. In diesen Féillen folgt die behauptete Gleichung aus
(133). Q.E.D.

Korollar 111 FEs gilt:

<UXW,UXW>S=< 0,0 > W, w > — < v,Ww >,
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Beweis: Nach Definition gilt

<vXw,vXw>=1YPv,w,vxw)=>9vXwv,w)=<(vxXw)Xuvw>
=<0, ><wW,w>—<w,v><vw>.

Die letzte Gleichung folgt aus dem Satz. Q.E.D.
Es sei wieder V ein 3-dimensionaler Euklidischer Raum. Es sei 9 eine
Orientierung.

Es sei d ein ein Vektor der Lange 1. Wir betrachten eine Drehung ¢ :
V — V um die Achse d im positiven Drehsinn um der einen Winkel «.. Der
positive Drehsinn ist so definiert. Der Unterraum W = L(d)* erbt eine
Orientierung: Eine orthonormale Basis u, us von W heif3t positiv orientiert,
wenn

ﬁ(d, Uy, ’LLQ) =1.

Die positive Drehung um d um den Winkel « lasst W invariant, und ist in
der Basis uj,us durch die Matrix (121) gegeben. Die Matrix von ¢ in der
Basis d, uq, ug ist

1 0 0
0 cosa —sinw
0 sina cosa.

Es sei v € V. Die folgende Formel fiir ¢(v) geht auf Euler zuriick:
(v) = cosav+ < d,v > (1 —cosa)d+sina(d x v). (134)

Die rechte Seite der Gleichung ist eine lineare Abbildung in v. Daher braucht
man die Gleichung nur fiir v € {d,uy,us} zu verifizieren. Aber die Bilder
der Vektoren d, uy,us bei ¢ konnen wir aus der obigen Matrix ablesen. Wir
erhalten ganz leicht die Eulersche Formel.

Etwas geometrischer kann man so argumentieren. Wir betrachten die
folgenden orthogonalen Zerlegungen

v=w+ A, o¢v)=1v=uw+ M\,

wobei w' = ¢(w). Es gilt A =< v,d >=< v',d >. Die Basis d,w,d x w ist
eine positiv orientierte orthogonale Basis. Die Vektoren w und d x w haben
zwar nicht die Lange 1, aber sie haben die gleiche Lange. Daher gilt:

w' = ¢(w) = cosaw + sina (d x w).
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Daraus folgt:
VV=w'+ M =cosa(v—Ad)+sina(dx (v—Ad))+ \d.

Wenn man fiir A =< d,v > einsetzt, hat man die Eulersche Formel.
Wir betrachten den Fall, wo V = R?® mit dem Standardskalarprodukt.
Man setzt gy = cos(ar/2) und ¢ = sin(a/2)d. Es sei:

q1
q= q2
g3

Man findet g2 + ¢} + ¢ + g5 = 1. Aus der Formel (134) ergibt sich die Matrix
von ¢ (Eulersche Drehmatriz):

R+aE—¢ -4 2 — q09) 2(q1q3 + 90q2)
2(q1G2 + qogs) q% — @G +q— CI% 2(q293 — qoq1)
20193 — 90q2)  2(2q3 + 1) @ —aF — ¢+ ¢

1.17 Aufstieg und Abstieg zu anderen Korpern

Es sei 7 : K — L ein Homomorphismus von Korpern. Nach Definition gilt
7(1) = 1. Daraus folgt, dass 7 injektiv ist. In der Tat, angenommen es wére
7(k) =0,wok € K und k # 0. Dann folgt 7(1) = 7(kk™') = (k)7 (k') = 0.
Das ware ein Widerspruch.

Wenn man 7 komponentenweise auf Spaltenvektoren anwendet, so erhélt
man fiir jede natiirliche Zahl n eine Abbildung

T: K" — L" (135)
Das ist ein injektiver Homomorphismus von abelschen Gruppen.

Lemma 112 FEs seien vy,...,vqg € K™ Vektoren. Dann sind vy, ...,vq lin-
ear unabhdingig iber K genau dann wenn ihre Bilder T(vy),...,7(vq) linear
unabhagig uber L sind.

Beweis: Wir setzen voraus, dass vy, ..., v, linear unabhangig iiber K sind
und zeigen, dass 7(v1), ..., 7(vg) linear unabhéngig iiber L sind. Alles andere
ist klar.
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Wir erganzen vy, ...,v4 zu einer Basis vy, ...v4, V441, ..,0, von K" Es

geniigt zu zeigen, dass 7(vy), . .., 7(v,) eine Basis von L™ ist. Aber Lx(vy,...,v,)

enthalt alle Standardvektoren e; und daher enthélt L (7(v1),...,7(v,)) alle

Standardvektoren 7(e;) von L". Q.E.D.
Einen anderen Beweis erhélt man, indem man die Matrix (vy, ..., v4) mit

Zeilenoperationen auf Stufenform bringt. Man kann das Lemma auch so
formulieren:

Korollar 113 Es sei A € M(m x n,K). Dann gilt
Rang A = Rang 7(A).

Wenn A = (a;;), so ist nach Definition 7(A) = (7(a;;)).

Wir wollen im folgenden zur Vereinfachung der Notation annehmen, dass
7 eine Inklusion ist K C L. Wir betrachten den Losungsraum des Gle-
ichungssystems Az = 0, wo A € M(m x n, K). Uns interessieren nicht nur
Losungen in K™ sondern Losungen in L":

V={reLl"|Ar=0}.

Nach dem Korollar hat der L-Vektorraum V' eine Basis von Vektoren in K™.
Denn es gibt tiber K linear unabhangige Vektoren z,...,z;, € K", wobei
d=n—Rang A =dimV, so dass Az, = 0.

Wir betrachten jetzt fiir 7 die Inklusion R” C C". Wir definieren eine
Homomorphismus abelscher Gruppe ¢ : C* — C™:

21 Z1

2o )
L g

ZTL Z’TR

Hier bezeichnet z; die komplex konjugierte Zahl zu z; € C. Der Homomor-
phismus ¢ ist nicht C-linear, sondern es gilt:

t(W) = M(v), AeC, veC™

Wir schreiben auch «(v) = o fiir v € C". Es gilt v € R" genau dann wenn
t(v) =w.
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Satz 114 FEs sei V C C" ein C-Untervektorraum, so dass t(V) C V.

Dann hat V' eine Basis aus Vektoren in V NR™.
Die Zuordnung V — Vo =V NR" ist ein Bijektion zwischen C-Untervektor-
raumen V von C™ mit o(V) C V und R-Untervektorraumen Vi von R™. Es
gilt V= ﬁ@(%)

Beweis: Wir zeigen nur, dass V die gewiinschte Basis hat. Der Rest ist
dann einfach. Es sei d = dim V. Wir finden Standardvektoren e;,, ,...,¢€;,,

so dass L¢(€iy,,s - - - €i,) €in Komplementérraum von V ist:
Cn:V®£C(6id+17---aein) (136)
Es seien e;,, ..., e;, die restlichen der n Standardvektoren. Dann finden wir
eine Relationen
€j, = U; + Z )\lkeil, WO uiEV, Ak E(C, kzl,d (137)

l=d+1

Wenn man auf diese Gleichungen « anwendet, so folgt

ei, = t(u;) + Z /_\lkei“ wo k=1,...d. (138)
I=d+1

Nach Voraussetzung gilt ¢(u;) € V. Wenn man die beiden Gleichungen
voneinander abzieht, so erhalt man

Z(Alk_j\lk)eile‘/a fﬁrk:L...,d.

I=d+1
Das impliziert nach (136), dass A\jp — A\ = O fiir alle k = 1,...,d und
l=d+1,...,n. Also sind alle Koeffizienten \j; reelle Zahlen. Daraus folgt
€i), — Z )\lkeil =u;, € VNR"
I=d+1

Da diese Elemente tiber C linear unabhéngig sind, bilden sie eine Basis von

V. Q.E.D.
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Bemerkung: Der gleiche Beweis funktioniert in einer viel allgemeineren
Situation. Es seien L und E Korper. Essei7; : L — E, wo i € I, eine Menge
von Korperhomomorphismen. Es sei

K ={ke L|m7(k)=m(k), fir alled,j € I}.

Dann ist K ein Teilkoper von L.
Die 7; setzen wir auf die Spaltenvektoren fort (135):

7 L — E™.

Dann gilt: Es sei V' C L™ ein K-Untervektorraum, so dass Lg(7;(V)) =
Lg(7;j(V)) fiur alle ¢, j € I. Dann hat V eine Basis aus Vektoren in V N K.

ﬂ’bung: Es sei K ein Korper der Charakteristik p. Dann hat man einen
Homomorphismus von Koérpern o : K — K, wo o(\) = AP,
Wir betrachten den Teilkorper F, C K:

Fp={ne K |p=pn}

Wir fixieren eine naturliche Zahl n. Es sei x € K™ Wir schreiben
o(z) € K™ fir den Vektor mit den Eintragen o(x;) = 2%

2.
Es sei W C K™ ein Untervektorraum, so dass (W) C W. Man beweise,
dass es eine Basis vy, ...,vy von W gibt, so dass

vl,...,vde]FZCK".

1.18 Hermitesche Formen

Es sei V' ein C-Vektorraum (komplexer Vektorraum).

Definition 115 FEine Funktion H : V x V' — C heifst hermitesch, wenn sie
R-bilinear ist, und wenn gilt:

H(\v,w) = MH(v,w)
H(v,\w) = MH(v,w)
H(w,v) = H(v,w),

fur alle v,w € V und X € C.
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Die Querstriche bezeichnen die komplexe Konjugation auf C. Wichtig ist,
dass H(v,v) € R. Insbesondere gibt es positiv definite hermitesche Formen.
Der Satz von Sylvester, die Schmidt-Orthogonalisierung und die Dimensions-
formeln fiir orthogonale Komplemente gelten.

Es sei V' ein komplexer Vektorraum. Wir definieren einen komplexen
Vektorraum V wie folgt. Wenn wir V und V nur als abelsche Gruppen
ansehen, so gilt V = V. Wir definieren die Multiplikation

x: CxV = _V
AXV = A

Mit anderen Worten gilt fiir die neue Multiplikation x:
Axv = A\(v).

Es sei W ein weiterer komplexer Vektorraum. Eine Abbildung ¢ : V — W
heifit antilinear, wenn

P(v1 + v2) = P(v1) + P(va)
d(Av) = .

Wenn man ¢ als eine Abbildung von V' — W auffasst, so ist es eine C-lineare
Abbildung. Genauso hat man eine C-lineare Abbildung V' — W.
Eine Hermitesche Form H definiert ein Bilinearform von C-Vektorrdumen

B:V xV —=C,

wobei B(v,w) := H(v,w). In dem man von H zu B iibergeht, konnen
wir Tatsachen die wir fiir Bilinearformen kennen, bedenkenlos auch auf H
anwenden.

Ein komplexer Vektorraum V mit einer positiv definiten hermiteschen
Form H heifit ein unitarer Vektorraum.

Es sei (V, H) ein unitérer Vektorraum. Es sei ¢ : V' — V eine C-lineare
Abbildung. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung ((b), so dass

< ¢(U1)7U2 >=< 1, ¢(U2) > .

Man nennt ¢ : V — V die zu ¢ adjungdierte lineare Abbildung. Man nennt
¢ selbstadjungdiert , wenn ¢ = ¢.

116

selbstadjungdiert



Definition 116 FEine lineare Abbildung ¢ : V. — V' heifst normal, wenn

pop=0¢o9¢
gilt

Satz 117 (zweite Form des Spektralsatzes) Es sei (V, H) ein unitirer Vek-
torraum. FEs sei ¢ : V — V eine normale lineare Abbildung.

Dann besitzt (V, H) eine orthonormale Basis, die aus Eigenvektoren von
¢ besteht.

Beispiel: Es seien V, H wie im Satz. Eine Isometrie ist eine lineare
Abbildung f: V — V, so dass

H(f(v), f(w)) = H(v,w).

Eine Isometrie ist offensichtlich normal und ihre Eigenwerte sind komplexe
Zahlen vom Absolutbetrag 1.

Satz 118 (Cauchy-Schwarz) ([F] S.293, 275) Es sei (V, H) unitir (oder eu-
klidisch). Dann gilt:

|H (v, w)| < |H(v,v)|?|H(w,w)|2

1.19 Drehungen des Raumes und unitare Matrizen

Es sei
5% = {z = (z1,20,23) € R3 | x%+x§ +:p§ =1}

Es sei M C R3 der Untervektorraum, der durch z3 = 0 definiert wird. Es sei
n=(0,0,1) € R3.

Fiir einen Punkt z € S? wo x # n definiert man 7(z) als den Durch-
schnitt der affinen Geraden (1 —¢)n + tz, t € R mit M. Es gilt

1

m(z) = 1— 25 (21, 22).

7: 5%\ {n} — M heifit stereographische Projektion.
Wir fassen die Punkte von M als komplexe Zahlen auf £ = x1 + iz, € C.
In diesem Sinne schreiben wir einen Punkt von R? in der Form (£, z3). Zu
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der Menge C fiigen wir ein weiteres Element hinzu, dass oo heifit. Dann
schreiben wir die streographische Projektion

7:5% =5 CU{cc}, w(z)= %3, wo x3 #1, w(n) = oc. (139)

1—

Diese Abbildung ist eine Bijektion.
Man findet fiir die Umkehrabbildung p die folgende Formel. Es sei z € C
und (&, z3) = 7 !(z). Dann gilt:

2z 22 —1
— T 3= .
|2]2+1’ 3 2|2 +1

§= (140)

Wir bezeichen mit P, die Menge aller eindimensionalen Unterrdaume des
C-Vektorraums C2. Man nennt P die projektive Gerade iiber dem Korper C.
Wir bezeichnen den eindimensionalen Unterraum von C2, der von dem

Vektor
<Zl ) £0, 2,2 €C
zZ2

erzeugt wird mit (27 : 22). Wenn A € C, X # 0, so gilt
(211 22) = (Az1 1 Az).

Mit den Bezeichungen von (140) gilt beispielsweise, wenn x3 # +1

(z:1)=(§: (1 —z3)) = (§€: (1 —x3)§) = (1 +a3) : &).

Wir definieren die Bijektion CU{occ} — P durch z — (z : 1) und oo +— (1 : 0).
Die Umkehrabbildung zur streographischen Projektion gibt uns dann

p:P— S% (141)
Das Bild p((2 : 22)) = (£, 23) € S? ist durch die folgende Formel gegeben:

22122 B |Zl|2 - |22|2

___AA = . 142
PRSP eI e (142)

Hier bezeichnet 2z, die zu 25 komplex konjugierte Zahl. In dieser Formel spielt
der Punkt co keine Sonderrolle mehr.
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Fiir zwei komplexe Zahlen «, 3, so dass |a|*> + |]? = 1 betrachten wir die

Matrix
U= ( _%‘ . ) € GLy(C).

Alle diese Matrizen bilden eine Untergruppe SUs C GLy(C).
Wir betrachte auf C? die hermitesche Form H(v,w) = ‘vw. Dann gilt
fur U € SU,:
HU(v),U(w)) = H(v, w).

Es sei L C C? ein eindimensionaler Unterraum, d.h. L € P'. Wir bezeich-
nen mit U(L) sein Bild bei der linearen Abbildungen U : C* — C?. Die Ab-
bildung U : L+~ U(L) ist ein Automorphismus (=Permutation) der Menge
P!. Wir erhalten einen Gruppenhomomorphismus

SUQ — Aut(IP’)

Statt von einem Gruppenhomomorphismus spricht man auch von einer Op-
eration von SU; auf P.
Wegen der Bijektion p (141) erhalten wir auch eine Operation von SUs
auf S
SU, = Aut(S?), U~ T. (143)

Dabei ist T durch die Kommutativitat des folgenden Diagramms von Mengen
definiert.
P25 g2
o e (14)
P2 52
Lemma 119 Es g¢ibt eine lineare Abbildung T : R® — R3, deren Ein-
schrankung auf S? gleich T ist.

Wir werden das beweisen, indem wir 71" explizit ausrechen. Insbesondere gilt
dann fiir einen Vektor z € S? C R?, dass T(z) € S Also hat man die
Implikation

2l =1 = |T(2)|=1

Daraus folgt, dass die Matrix T orthogonal sein muss: ‘TT = Ej.
Zur Berechnung von T nehemen wir einen beliebigen Punkt (£, x3) € S2.
Seine Position im Diagramm (144) sei die rechte obere Ecke. Es gilt p((£ :
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(1 —x3))), wie man aus (139) erkennt. Das Bild (z] : 2}) von (£, (1 —z3)) bei
U ergibt sich durch Matrixmultiplikation mit U:

21 = a + B(1 — x3)
= 3t +a(l - ) (145)

Wir setzen (¢, 25) = T(&,23). Wegen der Kommutativitdt des Diagramms
(144) gilt (&', 2%) = p(21, 25). Wir berechnen das mit (142). Wir betrachten
die Vektoren:

/
zz( § ) z'z(z}), dh. 2 =Uz.
1—a3 29

2(1—w3) = ai+as3+(1—x3)? = H(z,2) = H(Uz,Uz) = H(Z, 2') = |21 *+] 2>

Deshalb sieht die Formel (142) fiir (2] : 25) so aus:
|25

(1 — 333) .

Wegen (145) kénnen wir die letzte Gleichung schreiben:

! =/
2z
¢ =122 Ty =1-—

172 146
1—LU3’ ( )

=1- a L5 (@l = a3) — BE)(a(l — w3) — BE)
=1- (1 3 ( a(l —x3)* — Bag(l — x3) — Bag(l — x3) + BBEE
=1— g ([alP(1 = 23) — Bag — Bag + [B*(1 + 23))
= 273(504)% — 2Z(Ba)zy + (la]* — |8]*)zs.

Hier bezeichnen R bzw. Z den Realteil bzw. den Imaginarteil einer kom-
plexen Zahl.
Die erste Gleichung von (146) konnen wir schreiben:

¢ = (1—;3)(045 +B(1 = 23))(=BE + a1 — 3))
= ooy (@61 — 23) — BPE(1 — 23) — afEE + af(1 — x3)?)
= a%¢ — B¢ — 2afx;.

Wir sehen, dass jeweils die letzten Ausdriicke fiir 25 und &’ linear in 21, 29, 3.
Damit ist das Lemma bewiesen. Q.E.D.
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Wir bezeichnen Real- und Imaginérteile der komplexen Zahlen «, 5 und leere

& so:
a=p+iq, B=s+it, =]+ iz}.

Dann bekommen die Gleichungen fiir 3 und &’ die folgenden Form:

rh= (pP—q¢ - +t)n —2(pq + st)xo +2(qt — ps)ws
xh = 2(pg — st)xr +(p? — ¢ +5° —t*)1y —2(pt + qs)x3
Th = 2(ps + tq)xy +(pt — qs)ry +(p? + ¢* — 8% — t?) a3

Das ist die lineare Transformation 7. Wir wissen schon, dass die Matrix der
Koeffizienten orthogonal ist. Man kann det T = 1 nachpriifen, z.B. indem
man die Matrix mit der Eulerschen Drehmatrix vergleicht. (siehe Skript)

Daraus ergibt sich, dass der Gruppehomomorphismus (143) iiber einen
Isomorphismus von Gruppen

SU2 — 503
faktorisiert. Hier ist SO3 = {A € M(3 x 3,R) | "AA = E3, det A =1}.

2 Anhang

2.1 Klasseneinteilungen, Aquivalenzrelationen, Faktor-
gruppen

Es sei M eine Menge. Eine Teilmenge von M betrachtet man oft als eine
Eigenschaft und umgekehrt eine Eigenschaft als Teilmenge. Es sei E eine
Eigenschaft. Man schreibt

T = {m € M | m hat die Eigenschaft E'}

Das ist die Teilmenge aller Elemente von M, die die Eigenschaft E besitzen.
Die Menge welche tiberhaupt keine Elemente enthélt wird mit () bezeichent
und heif3t die leere Menge . Man kann sie so definieren:

0 ={me M|m#m}.
Es seien M und N Mengen. Es sei
f:M—N
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eine Abbildung. Es sei A C M eine Teilmenge. Dann definieren wir ihr Bild
f(A) C N:

f(A) ={f(a) | a € A}
Es sei B C N eine Teilmenge. Dann definieren wir ihr Urbild f~'(B) C M:

f7H(B)={me M| f(m) € B}.

Wenn n € N, so bezeichnen wir mit {n} die Teilmenge von N, die genau
aus dem Element n besteht. Die Menge f~*({n}) nennen wir die Faser der
Abbildung f tiber dem Element n € N.

Wir nennen f surjektiv , wenn f(M) = N. Dann sind alle Fasern der
Abbildung f nichtleer.

Es seien M und N zwei Mengen. Die Produktmenge M x N wird definiert
als die Menge aller geordneten Paare (m,n), wo m € M und n € N. Man
schreibt: M? = M x M.

Definition 120 Es sei M eine Menge. Eine Menge A von Teilmengen von
M heifit eine Klasseneinteilung von M, wenn die folgenden Bedingungen
erfullt sind:

1. Alle Mengen A € A sind nicht leer.

2. Zwei verschiedene Teilmengen A1, Ay € A haben keine gemeinsamen
Elemente:

AiNAy =0, wennA; # As.
3. Fiir jedes m € M gibt es eine Teilmenge A € A, so dass m € A.

Die Mengen A € A nennen wir auch Klassen . Ein Element a € A nennen
wir einen Reprasentanten der Klasse A. Eine Teilmenge S C M heifit ein
Reprdsentantensystem fiir die Klasseneinteilung A, wenn fiir jede Menge A €
A der Durchschnitt S N A aus genau einem Element besteht.

Beispiel 1: Es sei M die Ebene. Wir fassen sie als eine Menge von
Punkten auf. Es sei Ag eine Gerade der Ebene M. Es sei A die Menge aller
Geraden der Ebene, die zu Ay parallel sind (einschlieBlich der Gerade Ay
selbst). Dann ist A eine Klasseneinteilung der Menge M.

Beispiel 2: Es sei f : M — N eine Abbildung. Es sei A die Menge aller
nichtleeren Teilmengen von A C M, so dass A = f~1({n}) fir ein n € N.

122

Bild

Urbild

Faser

surjektiv
Produktmenge
Klasseneinteilung
Klasseneinteilung
Klassen
Repr“”asentanten
Repr“” asentanten:

(134



Dann ist A eine Klasseneinteilung von M. Die Klassen sind die nichtleeren klassifizierende

Fasern der Abbildung f. Abbildung
Es sei umgekehrt A eine Klasseneinteilung von M. Dann gibt es zu jedem

m € M genau eine Teilmenge A € A, so dass m € A. Wir bezeichnen A mit

m(m). Dadurch erhalten wir eine surjektive Abbildung

T M = A (147)

Die Fasern dieser Abbildung, sind genau die Teilmengen von M, die Elemente
von A sind. Wir nennen 7 die klassifizierende Abbildung der Klassenein-
teilung A. Allgemeiner ist eine klassifizierende Abbildung eine Surjektion
f: M — N, deren Fasern genau die Elemente von A sind.

Wegen (147) gibt es zu jeder Klasseneinteilung eine klassifzierende Ab-
bildung.

Beispiel: Es sei M = Z. Es sei m € N eine natiirliche Zahl. Wenn man
eine ganze Zahl g durch m teilt, so bleibt ein Rest r € {0,1,2,...,m — 1}.
Man schreibt das

g=qm-+r, woq € Z.

Man kann das als Abbildung auffassen

p: Z — {0,1,2,...,m—1}

. o ) (148)

Die Fasern von p nennt man die Restklassen modulo m.

Proposition 121 FEs sei f : M — N eine surjektive Abbildung. FEs sei
g: M — L eine Abbildung, die auf den Fasern von f konstant ist, d.h. dass
die Mengen g(f~'({n})) fir alle n € N genau aus einem Element bestehen.

Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Abbildung h : N — L, so dass
folgendes Diagramm kommutativ ist.

M-t N
g /
h

L

Beweis: Man bezeichnet das einzige Element in der Menge g(f~'(n)) mit
h(n). Das ist die gewiinschte Abbbildung. Q.E.D.
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Es seien mq, my € M. Man schreibt
my = My, (149)

wenn m; und my zu der gleichen Menge A € A gehoren.

Es sei in der Proposition 121 f : M — N eine klassifizierende Abbildung
fiir die Klasseneinteilung A. Dann kann man die Bedingung, dass g konstant
auf den Fasern ist auch so ausdriicken: Es seien mq,ms € M. Dann gilt:

my1 = mgy impliziert g(mq) = g(my).

Es sei (G, +) eine abelsche Gruppe. Es sei H C G eine Untergruppe. Wir
bezeichen mit A die Menge aller Teilmengen von G von der folgenden Form:

g+H={g+h|heH}, (150)

wobei g € G ein beliebig gewéhltes Element sein kann. Die Mengen 150
heiflen Nebenklassen von H in G. Diese Nebenklassen sind eine Klassenein-
teilung A von G. Genauer gilt:

Lemma 122 Fir zwei Elemente g1, g2 € G sind die folgenden Bedingungen
sind dquivalent:

(i) g1+ H=g2+ H.
(i) (g +H)N (g2 + H) #0.
(i) g1 — g2 € H.

Wenn diese aquivalenten Bedingungen erfiillt sind, schreiben wir entsprechend
(149)
g1=¢go ( mod H).

Satz 123 Fs sei (G, +) eine abelsche Gruppe und es sei H C G eine Unter-
gruppe. Es sei A die Klasseneinteilung von G durch die Mengen (150), d.h.
durch die Nebenklassen der Untergruppe H. Es sei

. G—F

eine klassifizierende Abbildung fir A.
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Dann gibt es genau eine Abbildung:
+rp: FxXF—F (151)

die auf F die Struktur einer abelschen Gruppe definiert, so dass w ein Ho-
momorphismus von Gruppen ist.

Wenn p : G — I eine zweite klassifizierende Abbildung ist, so gibt es
nach Proposition 121 genau eine Bijektion o : F — I, so dass folgendes
Diagramm kommutativ ist

G——=F
”l %

I

Beziglich der Operationen +; und +p ist a ein Isomorphismus abelscher
Gruppen.

Beweis: Es seien /,g € (G. Angenommen +p existiert. Weil dann 7 ein
Homomorphismus ist, muss gelten:

7l +g) =7l) +r7(g). (152)

Das zwingt uns die Abbildung (151) folgendermafen zu definieren:
Es seien a,b € F. Dann wéhlen wir Elemente ¢, g € GG, so dass

Wir definieren
a+pb=m(l+g).

Wir miissen beweisen, dass durch diese Gleichung ein Element von F', definiert
wird, welches nur von a und b abhangt, aber nicht von der Wahl der Elemente
¢ und g. In der Tat, es seien ¢', ¢’ € G, so dass 7(¢') = a, 7(¢') =0b. Dann
ist

7(l+g)=7"+¢) (153)
zu zeigen. Die Fasern die Abbildung 7 sind Mengen der Form (150). Daher
gilt:

(+H={(+H, g+H=¢g +H.

Deshalb konnen wir schreiben:

(=0+2x2, g=¢g+y, wox,ye€H.
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Daraus folgt:
l+g=0+g +(x+y).

Da das Element in der Klammer in H liegt, liegen die beiden Elemente ¢ + ¢
und ¢'+¢’ in der gleichen Menge unser Klasseneinteilung durch Nebenklassen.
Sie werden also bei der klassifizierenden Abbildung 7 auf das gleichen Ele-
ment abgebildet. Das beweist (153). Also haben wir eine Abbildung +p
definiert, so dass (152) erfiillt ist.

Es ist jetzt einfach, die Gruppenaxiome fiir + aus denen fiir 4+ abzuleiten.
Wir {iberlassen das dem Leser. Die Existenz des Isomorphismus « ist klar.
Q.E.D.

Bemerkung: Die Behauptung (153) kénnen wir auch so formulieren: Fiir
Elemente ¢, g, (', ¢’ gilt die Implikation:

(=ludg=g = [(+g=0+4¢ ( mod H).

Beispiel: Es sei G = Z die Gruppe der ganzen Zahlen beziiglich der
Addition. Es sei m € N. Wir betrachten die Untergruppe

H={qm|qeZ}
Die Nebenklassen von H sind genau die Fasern der Abbildung p (148):
p:Z—{0,1,2,...,m—1}.

Also erhdlt man auf der Menge F := {0,1,2,...,m — 1} die Struktur einer
abelschen Gruppe. Die Struktur ist durch die Gleichung

p(g1) +r p(g2) = p(g1 + 92), i €Z,

Man kann sich fragen, ob es auf der Menge F' auch eine Multiplikation -g
gibt, so dass eindeutig bestimmt.

0(91) F P(g2) = P(g1 : 92), g; € 7.

Es seien a,b € F und es sei p(g1) = a und p(g2) = b. Dann will man
definieren:

a-rb=p(g1-92)

Damit diese Definition sinnvoll ist, muss man wie im Beweis des letzten
Satzes zeigen:
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pn=gundgp=9 = gi-g2=g -9 ( modH). (154)
Weil sich aquivalente Elemente durch einen Summanden aus mZ unter-
scheiden, kann man schreiben: ¢, = g] + mu; und go = g5 + mug, wobei
Uy, Uy € Z. Dann gilt
91+ 92 = g1+ g + m(giua + u1gy + muyus)
Das beweist die Behauptung (154). )
Das F' mit den Operationen 4+ und -z ein Ring ist, ist eine Ubungsaufgabe.

Beispiel: Es sei G = R? mit der Addition

(T1,71) + (@2, ¥2) = (x1 + 22,11 +y2), Wo (1,y1), (22,92) € R?.

Es sei a € R fest gewihlt. Es sei H C R? die Gerade mit der Gleichung
y = azx, d.h.
H={(z,y) |y = az}.

H ist eine Untergruppe von R%. Die Nebenklassen zu U sind die Parallelen
zu der Geraden H. Sie haben die Gleichungen
y = ax + b.

Die Abbildung
T R — R
(z,y) = y—ax

ist ein Homomorphismus mit dem Kern H. Also ist 7 eine Faktorgruppe von
R? modulo H.

2.2 Permutationen

Definition 124 FEs sei G eine Menge, die mit einer Abbildung o : G x G —
G wversehen ist. Das Bild eines Paars (o,7) € G x G bei dieser Abbildung
bezeichen wir mit o o T.

Wir nennen (G, o) eine Gruppe, wenn folgende Eigenschaften erfillt sind:

(1) (Assoziativgesetz) Fir alle m,0,7 € G gilt:

(roo)or=mo(ooT).
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(2) Es gibt ein Element 1 € G, so dass fir alle 0 € G

LOO = 0, OO0l =a0.

(8) Fiir jedes o € G gibt es ein T € G, so dass

OO0T =1, TOO = L.

Man nennt die Abbildung o auch das Gruppengesetz und man sagt, dass oot
das Produkt der Faktoren o und 7 ist. Produkte von mehreren Elementen
schreibt man einfach

010090...00,.

Hier ist n € N die Anzahl der Faktoren. Wegen des Assoziativgesetzes
(1) braucht man nicht anzugeben in welcher Reihenfolge man die Produkte
bilden soll. Wenn alle Faktoren gleich ¢ sind, benutzt man die Potenzschreib-
welse:

oc':=0000...00.

Das Element ¢ ist durch die Eigenschaft (2) eindeutig bestimmt. Denn
wenn ¢/ ebenfalls (2) erfiillt, so gilt

! =1o1=1.

Wir nennen ¢ das neutrale Element der Gruppe.
Das Element 7 aus der 3. Eigenschaft ist durch o eindeutig bestimmet.
Denn wenn 7’ ein weitres solches Element wére, so folgt:

7=7o1=70(cor)=(T"o0)oTr=10T=T.

Man nennt 7 das inverse Element zu ¢ und bezeichnet es mit ¢~!. Man
dehnt die Potenzschreibweise auf Exponenten aus Z aus:

o’ =1, o= ("= (") fiirn € N.
Definition 125 FEs sei M eine Menge. Eine Permutation ist eine bijektive
Abbildung o : M — M. Wir bezeichnen die Menge aller Permutationen mit
Aut(M).
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Es seien o, € Aut(M). Das Kompositum dieser Abbildungen ist wieder Transposition

eine Permutation:
(mroo)(m):=n(c(m)).

Beziiglich der Komposition von Abbildungen ist die Menge Aut(M) eine
Gruppe. Die Permutation ¢, deren Existenz unter 2. gefordert wird, ist die

identische Abbildung
L= 1dM .

Es sei 0 € Aut(M). Da o bijektiv ist, gibt es zu jedem m € M genau ein
n € M, so dass o(n) = m. Durch

wird daher eine Permutation definiert, die 3. erfillt.
Wir werden das Kompositum von Permutationen auch ohne das Zeichen
o schreiben:

mToO = T OaO0..
Es seien x,y € M zwei verschiedene Elemente. Die Transposition t,) €
Aut(M) dieser beiden Elemente ist wie folgt definiert:

y, firm=u
tey(m) =z, firm=y

m, firm # x,m #y.

Die Transposition ¢, ,) vertauscht also die Elemente x und y, aber lasst alle
iibrigen Elemente von M fest. Wie bemerken, dass

tay)tiay) = 1dar -

Die Menge der Permutationen der Menge M = {1,...,n} bezeichnen
wir mit S, := Aut(M). Man nennt S, eine symmetrische Gruppe. Eine
Permutation o € S,, schreiben wir in Form einer Tabelle

7= ( 0(11) 0(22) o) ) (155)

Eine solche Tabelle kann man auch schreiben, wenn M eine beliebige endliche
Menge ist. In der erste Zeile stehen die Elemente von M in einer beliebigen
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Reihenfolge und in der zweiten Zeile steht o(m) unter dem Element m der
ersten Zeile.

Die Tabelle der Permutation ot(,,) erhalt man aus der Tabelle von o, in
dem man in der zweiten Zeile die Elemente o(z) und o(y) die Plitze tauschen
lasst.

Lemma 126 Jede Permutation einer endlichen Menge M st Produkt von
Transpositionen.

Beweis: Man kann die Elemente die zweite Zeile einer Permutation durch
fortgesetzte Vertauschung zweier Elemente so anordnen, dass sie mit der
ersten Zeile iibereinstimmt. D.h. wir finden Transpositionen tq,s,...,t;, so
dass

O'tltg...tg:idM = o =1tp...12t1 QED

Wir werden beweisen, dass (—1)° nur von der Permutation o abhingt und

nicht von den Elementen t4,...,%,, die wir im Beweis des Lemmas gewahlt
haben. Man nennt sgn(o) := (—1)¢ das Signum (Vorzeichen) der Permuta-
tion o.

Um die Unabhéngigkeit von (—1)® zu beweisen, gehen wir von einer an-
deren Definition des Signums aus. Es sei M eine beliebige endliche Menge.
Es sei P die Menge aller Teilmengen von M, die genau zwei Elemente en-
thalten. Es sei p = {my,mo} € P. Es sei 0 € Aut(M). Wir definieren
o(p) :== {o(my),0(ms)}. Die Zuordnung p — o(p) ist eine Permutation der
Menge P.

Wir bezeichen mit P die Menge aller geordneten Paare (mq, my) von zwei
verschiedenen Elementen mq, my € M.

Fiir ein geordnetes Paar p = (my, ms) definieren wir o(p) = (o(m1), o(my)).

Zu jeder Menge p = {m, ms} € P gibt es genau zwei geordnete Paare
(m1,m2) und (mso, my) aus Elementen dieser Menge. Wir wéhlen zu jedem
p € P eins dieser geordneten Paare aus.

Die Menge der ausgewahlten geordneten Paare bezeichen wir mit PT.

ﬁ
Es seien P~ = P\ P* die iibrigen Paare. Wir benutzen die Schreibweise
(ml, mg) = —(mQ,ml). Dann gllt

P~ ={-p|peP}
Mit dieser fixierten Wahl von PT definieren wir:
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Definition 127 FEs sei 0 € Aut(M). Das Signum von o ist die Zahl
sgno = (—1)He@HnrT)

Hier bezeichnet o(P*) die Menge aller geordneten Paare o(p) mit p € P
Der Exponent #(o(P*) N P~) ist die Anzahl der Elemente im Durchschnitt
der beiden Mengen o(P*) und P~.

o
Fiir ein p € P bezeichnen wir mit p* € P die gewdhlte Anordnung der
Menge p. Wir definieren

sgn,(0) =1, wenn o(p")e P*
sgn, (o) = —1, wenn o(p*) € P~.

Mit dieser Definition konnen wir schreiben:

sgn(o) = H sgn, (o). (156)

peP
Lemma 128 Die Zahl sgn(o) ist unabhdingig von der Wahl der Menge P*

Beweis: Es sei P € M x M eine zweite Wahl von geordneten Paaren. Zu
einer Menge p € P haben wir zwei evtl. verschiedene Anordnungen p* € P+
und pt’ € P, Wir bezeichnen das Signum, welches durch die zweite Wahl
definiert ist mit sgn’ bzw. sgn;,.

Wir miissen beweisen, dass sgn = sgn’. Man kann 0.B.d.A. annehmen,
dass sich die geordneten Paare p™ und pt’ nur fiir ein einziges p = s € P
verschieden sind.

Wir nehmen zuerst an, dass o(s) = s. Dann gilt sgn, = sgn, fiir alle
p € P. Nach der Formel (156) gilt dann erst recht, dass sgn = sgn’.

Jetzt betrachten wir den Fall, wo o(s) # s.

Es sei p € P. Wir unterscheiden 3 Moglichkeiten fiir p:

Zuerst sei o(p) = ¢, wobei p und ¢ von s verschieden sind. Dann gilt
sgn, (o) = sgn, (o).

Als zweites sei o(p) = s. Dann ist p # s und es gilt pt = p™'. Da

st = —s*' erhalten wir, dass sgn, (o) = — sgn ().
Drittens sei s = p. Dann ist o(s) = ¢ # s. Wie im zweiten Fall sieht
man, dass sgn (o) = —sgn,(o). Daher &ndern genau zwei Faktoren in (156)

. . 7.
ihr Vorzeichen, wenn man von P* zu P* iibergeht.

Damit haben wir gezeigt, dass die Definition von sgn(co) von der zusétzlichen

Wahl von P unabhingig ist. Q.E.D.
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Satz 129 FEs sei M eine endliche Menge. Es seien o,7 € Aut(M). Dann
gilt:
sgn(oT) = sgn(o) sgn(T)

Beweis: Wir wiahlen eine Menge P*. Offenbar gentigt es zu zeigen, dass

sgn,(07) = sgn, (o) sgn, (7). (157)
Es sei 7(p) = ¢. Wenn 7(pt) = ¢t € PT, ist (157) klar.
Es sei 7(pT) = —¢*. Wir miissen zeigen, dass
sgn,(o7) = —sgn (o).
Aber das folgt, da o(—¢") = —o(q¢™). Q.E.D.

Es sei M eine endliche Menge. Es seien m,n zwei verschiedene Elemente
von M. Es sei 0 € Aut(M) die Transposition von m und n.
Wir wéhlen eine Menge von Paaren P+ wie folgt:

(m,l) € PT fir allel #m
(n,0) € PT, fiurl ¢ {m,n}.

Die tibrigen Paare von P*, in denen weder m noch n vorkommt, wihlen wir
ganz beliebig. Dann gilt o((m,n)) = (n,m) € P~. Fiir alle iibrigen Paare
p € P gilt offenbar o(p) € P*. Also ist (n,m) das einzige Element in
o(PT) N P~. Wir finden sgno = —1. Wir haben bewiesen:

Proposition 130 Das Signum einer Transposition ist —1.

Eine Permutation (155) . Wenn wir die untere Zeile durch Vertauschungen in
die natiirliche Reihenfolge bringen, erhalten wir eine Darstellung von (155)
als Produkt von Transpositionen. Daher erhalten wir aus dem Satz 129, dass
sgno = (—1)*

Es sei M eine endliche Menge. Man nennt eine Permutation von M
zyklisch, wenn es ein m € M gibt, so dass die Folge

samtliche Elemente von M enthalt.
Ubung: Man berechne das Signum einer zyklischen Permutation.
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Eine typische zyklische Permutation aus S, ist
123 ... n—1n

C:<23 4 ... n 1)' (158)

Samtliche Potenzen dieser Permutation ¢!, ¢ € Z bilden eine Untergruppe

Z, von S,,. Das ist die zyklische Gruppe der Ordnung n. Ordnung bedeutet,
dass die Gruppe Z,, genau n Elemente enthalt. Man zeigt leicht, dass

(= (¢ fiir allei € Z.

Man soll sich die Gruppe Z,, als zwei Zifferblatter vorstellen, die iibereinander-
liegen und die man gegeneinander dreht.

2.3 Polynome

Es sei A eine abelsche Gruppe und I eine Menge. Es sei
Al = Abb(1, A).

Es seien f,g € Al. Die Summe f + g € Al dieser Funktionen ist wie folgt
definiert:

(f +9)(@) == f(i) +9(@), i€l
Dadurch wird A’ eine abelsche Gruppe. Man sagt, dass eine Funktion f € A’

endlichen Tréger hat, wenn eine endliche Teilmenge S C I existiert, so dass
f(i) =0 fiir ¢ ¢ S. Die Teilmenge der Funktionen mit endlichem Tréger

AD < Al

ist eine abelsche Untergruppe.

Es sei A = R eine Ring mit Einselement 1. Es sei I = Z> die Menge der
nicht negativen ganzen Zahlen. Wir definieren die Funktionen X™ € R) fiir
m € Zso:

X™(m) =1, X™(n)=0firn #m, n € Z>.

Wenn a € R und f € R, so definieren wir af € RY)

(af)(m) := a(f(m)).
Dann kann man jede Funktion f € RY) schreiben

f=as X4 aq 1 X+ X+ aoX?, a; € A (159)
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Es gilt f(m) = ay, oder f(m) =0, wenn X™ in (159) nicht vorkommt.
Man definiert ein Produkt

R « () s R

(f.9) = [fyg
durch die Gleichung;:
(fg)(m) = f(u)g(m — u) (160)

Das ist nicht das iibliche Produkt von Funktionen. Dieses Produkt gentigt
der Regel:
(aX™)(bX™) = abX™ ",

Die abelsche Gruppe RY) wird durch die Multiplikation (160) ein Ring, der
mit R[X] bezeichnet wird. Das ist der Polynomring. Man hat einen Ringho-
momorphismus R — R[X], a — aX°. Man definiert a := aX° € R[X] und
betrachtet R als einen Unterring von R[X]. Das Element 1 = 1X° ist ein
Einselement von R[X]. Der Ring R[X] ist kommutativ, wenn R kommutativ
ist.

Es sei R % S ein Homomorphismus von Ringen mit Einselement, d.h.
a(l) = 1. Es sei s € S ein Element, so dass sa(r) = a(r)s fir alle r € R.
Dann definiert man eine Abbildung

€:  R[X] — S
ag X+ .+ e X +aX? = alag)st+ ...+ alay)st + alag).

Man beweist leicht, dass ¢ ein Ringhomomorphismus ist. Man hat ein kom-
mutatives Diagramm von Ringhomomorphismen

R[X] < S

=

Wichtige Eigenschaften ganz verschiedener Objekte, welche in der Algebra
vorkommen (Gruppen, Ringe, Vektorrdume usw.), kann man sehr vorteilhaft
in der folgenden universellen Sprache formulieren.

2.4 Kategorien

134



Definition 131 Fine Kategorie besteht aus folgenden Daten:

1) eine Menge C, deren Elemente man die Objekte der Kategorie nennt,

2) eine Menge Hom(A, B) zu jedem Paar A, B von Objekten aus C (Die
FElemente dieser Menge nennt man die Morphismen von A nach B),

3) FEin ausgezeichnetes Element ida € Hom(A, A) fiir jedes Objekt A € C.

4) Fiir je 3 Objekte A, B,C € C eine Abbildung
Hom(A, B) x Hom(B,C) — Hom(A,C)
6 x v Yoo
Die folgenden Figenschaften sollen gelten:
e Die Mengen Hom(A, B) sind disjunkt.
e Wenn x € Hom(C, D) so gilt
xo(Yog)=(xov)odo.
o Fs gelten die Gleichungen:
poids = ¢, idg o = ¢.
Wenn mehrere Kategorien im Spiel sind, so schreibt man Home (A, B)
anstelle von Hom(A, B).

Definition 132 FEs seien C und D zwei Kategorien. Ein Funktor F': C — D
besteht aus einer Menge von Abbildungen:

1) Eine Abbildung:

c — D.

A — F(A)
2) Fiir jedes Paar A, B € C eine Abbildung:

Hom¢ (A, B) — Homp(F(A), F(B)).
¢ — F(¢)
Die folgenden FEigenschaften sind erfillt:
F(ids) = idpa
Wenn A, B,C € C, ¢ € Hom¢(A, B) und ¥ € Home(B,C), so gilt:
F(o¢)=F()o F(¢).
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Ubergangsmatrix, 17
ahnlich, 18

Zeilenoperation, 14

alternierend, 38
aufgespannt, 1
Automorphismus, 6

Bild, 6, 120

Determinantenfunktion, 40
direkte Summe, 9
Drehung, 102

duale Basis, 11

Eigenvektor, 28
Eigenwert, 28

Eigenwert, Berechnung, 31
endlich erzeugt, 1
Endomorphismus, 6
Erzeugendensystem, 1
Evaluation, 77

Faktorraum, 7
Faser, 120

Grad, 51
Gramsche Matrix, 76

Hauptachsentransformation, 106
Hauptminoren, 98

Hauptraum, 29
Homomorphismen, 6

innere direkte Summe, 9
invertierbar, 16
Isometrie, 90

Isomorphismus, 6

kartesisches Koordinatensystem, 102

Kern, 6

Klassen, 121
Klasseneinteilung, 120
klassifizierende Abbildung, 121
Komplementarraum, 5
kongruent, 89

Koordinaten, 3
Koordinatensystem, 12

Lange, 99

leere Menge, 120
linear abhangig, 1
linear unabhangig, 1
lineare Abbildungen, 6
lineare Hiille, 1
Linearkombination, 1

metrisch ahnlich, 105
metrisch kongruent, 104
multilinear, 37

Nebenklassen, 122
nilpotent, 25
Nullraum, 79

Nullraum einer symmetrischen Bilin-

earform, 90

orthogonale direkte Summe, 91
orthogonale Komplement, 84
orthogonale Matrix, 102

Polynomfunktionen, 62
Produktmenge, 120
Projektion, 8
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Relation, 1
Reprasentanten, 121
Reprasentantensystem, 121

Scherung, 14
Schmidtorthogonalisierung, 100
selbstadjundiert, 105
selbstadjungdiert, 119
Signum, 128
Spaltenvektoren, 1
Spektralsatz, 106

Spur, 19
Standardskalarprodukt, 77
Standardvektor, 2
Stufenform, 13

surjektiv, 120

Tensorprodukt, 57
Urbild, 120

verallgemeinerten Eigenraum, 29
voll, 23

Zeilenrang, 15
zerfillenden Basis, 22
zyklisch, 55

zyklische Gruppe, 130
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